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U´vod
Dizertacˇn´ı pra´ce se veˇnuje u´vodu do problematiky matematicke´ho modelova´n´ı nestabilit steˇno-
vy´ch kapalny´ch filmu˚. Kapalne´ filmy se uplatnˇuj´ı prˇi odva´deˇn´ı tepla z pevny´ch povrch˚u, ovlivnˇuj´ı
kvalitu na´teˇru v technologii povlakovy´ch vrstev, objevuj´ı se jako pr˚uvodn´ı jev kondenzace vodn´ı
pa´ry, prˇ´ıpadneˇ jsou uzˇ´ıva´ny jako lubrikant v ropny´ch potrub´ıch. Nestabilita kapalny´ch filmu˚
je studova´na v souvislosti s proudeˇn´ım na krˇ´ıdlech letadel, tvorbou aerosolovy´ch le´kovy´ch fo-
rem nebo atomizac´ı paliva spalovac´ıch motor˚u. Jako nezˇa´douc´ı fenome´n se objevuje naprˇ´ıklad
v prˇ´ıvodn´ım potrub´ı turb´ınovy´ch stroj˚u. S ohledem na pra´veˇ uvedene´ aplikace je v technicke´
praxi z konstrukcˇn´ıho i technologicke´ho hlediska zˇa´douc´ı porozumeˇn´ı prˇ´ıcˇina´m iniciace nestabilit
na mikroskopicke´ u´rovni i podmı´nka´m vy´voje nestabilit k makroskopicke´mu projevu ve formeˇ
r˚uzny´ch typ˚u vln a struktur azˇ do atomizacˇn´ı fa´ze, tj. odtrzˇen´ı fragment˚u kapaliny z povrchu
filmu.
Snaha o sestaven´ı ucelene´ho u´vodu do problematiky vcˇetneˇ na´vrhu matematicky´ch model˚u
umozˇnˇuj´ıc´ıch predikovat iniciaci i vy´voj nestabilit motivovala postup prac´ı i strukturu dizertace.
Vzhledem k rozmanitosti nestabilit a skutecˇnosti, zˇe kazˇdy´ typ nestability vyzˇaduje specia´ln´ı
model, bylo strˇedisko za´jmu orientova´no na
• sestaven´ı algoritmu pro vysˇetrˇen´ı podmı´nek iniciace infinitezima´ln´ıch hydrodynamicky´ch
nestabilit v mezn´ıch vrstva´ch tekutin,
• predikci dvoudimenziona´ln´ıch vln na hladineˇ filmu,
• konstrukci krite´ri´ı pro urcˇen´ı kriticky´ch rychlost´ı vedouc´ıch k odtrzˇen´ı kapek z povrchu
filmu.
S prˇihle´dnut´ım k uvedene´mu zameˇrˇen´ı, vy´znamu smykovy´ch a tlakovy´ch sil p˚usob´ıc´ıch na
hladinu filmu v d˚usledku proud´ıc´ıho plynu a cele´ rˇadeˇ mozˇny´ch konfigurac´ı proble´mu je dizertacˇn´ı
pra´ce obsahoveˇ vymezena na´sleduj´ıc´ımi prˇedpoklady:
• Kapalny´ film se nacha´z´ı na pevne´ steˇneˇ a je vystaven proudeˇn´ı plynu.
• Proudeˇn´ı plynu je prima´rn´ı prˇ´ıcˇinou vzniku nestabilit.
• Zakrˇiven´ı steˇny a odtokova´ hrana nejsou uvazˇova´ny.
• Fyzika´ln´ı vlastnosti tekutin jsou bl´ızke´ dvojici voda–vzduch.
Uvedene´ usporˇa´da´n´ı odpov´ıda´ cˇaste´ aplikaci v ra´mci potrubn´ıch syste´mu˚, kdy lze zakrˇiven´ı
steˇny vzhledem ke tlousˇt’ce filmu zanedbat, a materia´love´ vymezen´ı usnadnˇuje porovna´n´ı vy´sled-
k˚u model˚u s experimenty.
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KAPITOLA 1
Vybrane´ poznatky teorie hydrodynamicke´
stability
Z hlediska obecne´ fyzika´ln´ı teorie je problematika stability kapalne´ho filmu soucˇa´st´ı obecne´ho
proble´mu hydrodynamicke´ stability jej´ızˇ teoreticke´ za´klady byly prˇedmeˇtem studia od konce 19.
stolet´ı. Pojem hydrodynamicke´ nestability zahrnuje neˇkolik druh˚u fyzika´ln´ıch fenome´n˚u (naprˇ.
Kelvinova-Helmholtzova nestabilita, Rayleighova-Taylorova nestabilita, prˇechod do turbulentn´ı-
ho rezˇimu) jejichzˇ spolecˇny´m jmenovatelem je proces transformace p˚uvodn´ıho typu proudeˇn´ı.
Acˇkoliv novy´ rezˇim proudeˇn´ı mu˚zˇe mı´t lamina´rn´ı charakter a vznik nestabilit je mozˇne´ vysveˇtlit
za´kony dynamiky (naprˇ. Bernoulliho rovnice v prˇ´ıpadeˇ Kelvinovy-Helmholtzovy nestability), ve
veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u jsou hydrodynamicke´ nestability spojeny s prˇechodem do turbulentn´ıho rezˇimu
proudeˇn´ı. Dle soucˇasne´ teorie prˇechodu je prvotn´ı prˇ´ıcˇinou tohoto jevu nestabilita rovnova´hy
sil v lamina´rn´ı smykove´ oblasti [38]. Tato vnitrˇn´ı silova´ nestabilita na´sledneˇ zesiluje i p˚uvodneˇ
nepatrne´ poruchy (perturbace) idea´ln´ıho lamina´rn´ıho proudeˇn´ı, ktere´ jsou inherentn´ı soucˇa´st´ı
rea´lne´ proud´ıc´ı tekutiny, at’ jizˇ v d˚usledku tepelne´ fluktuace (Brown˚uv pohyb), akusticky´ch
vliv˚u nebo turbulence vneˇjˇs´ıho prostrˇed´ı [38].
Matematicky´ popis umozˇnˇuj´ıc´ı teoreticky zkoumat vy´voj teˇchto pocˇa´tecˇn´ıch nestabilit v cˇase
a prostoru byl sestaven pra´veˇ na za´kladeˇ snahy o vysveˇtlen´ı prˇechodu lamina´rn´ıho proudeˇn´ı do
turbulentn´ıho rezˇimu na prˇelomu 19. a 20. stolet´ı, lze jej vsˇak dobrˇe pouzˇ´ıt i k predikci nestabilit
kapalne´ho filmu. Prˇ´ıslusˇny´ apara´t je nazy´va´n linea´rn´ı analy´za stability.
1.1 Princip linea´rn´ı analy´zy stability
Obecna´ analy´za hydrodynamicke´ stability je zalozˇena na predikci vy´voje drobny´ch poruch rych-
lostn´ıho pole lamina´rn´ıho za´kladn´ıho proudu. Uvedeny´ prˇ´ıstup objevil lord Rayleigh (1842-1919)
na za´kladeˇ prˇedpokladu, zˇe v prˇ´ıpadeˇ maly´ch amplitud vy´chylek se syste´m chova´ linea´rneˇ, a lze
tedy dle Fourierova principu superpozice nahradit obecnou poruchu superpozic´ı sinusoida´ln´ıch
oscilac´ı (poruchovy´ch vln) za´kladn´ıho proudeˇn´ı. Princip rˇesˇen´ı pak spocˇ´ıva´ ve sledova´n´ı tendence
r˚ustu amplitud poruchovy´ch vln sˇ´ıˇr´ıc´ıch se ve smeˇru za´kladn´ıho proudeˇn´ı.
Z matematicke´ho hlediska vycha´z´ı analy´za stability z tzv. Reynoldsova rozkladu rychlosti v
a tlaku p :
v(x, y, z, t) = V(x, y, z) + v′(x, y, z, t), (1.1)
p(x, y, z, t) = P (x, y, z) + p′(x, y, z, t)′. (1.2)
Cˇasoveˇ pr˚umeˇrne´ hodnoty rychlosti a tlaku, V a P , definuj´ı staciona´rn´ı za´kladn´ı proud
a velicˇiny v′i a p
′ odpov´ıdaj´ı cˇasoveˇ promeˇnlivy´m fluktuac´ım. S ohledem na aplikace lze pro
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jednoduchost obecny´ prˇ´ıpad dany´ rovnicemi (1.1) a (1.2) omezit na tzv. paraleln´ı proudeˇn´ı, kde
za´kladn´ı proud splnˇuje
V = [U(y), 0, 0] . (1.3)
Linea´rn´ı teorie stability se zaby´va´ analy´zou vy´voje perturbac´ı, specia´lneˇ rychlostn´ıch fluk-
tuac´ı v′, za prˇedpokladu, zˇe tyto fluktuace jsou male´ v porovna´n´ı se za´kladn´ım proudem. Dle
vy´sˇe zmı´neˇne´ho Fourierova sumacˇn´ıho principu lze na´sledneˇ rychlostn´ı poruchy v prˇ´ıpadeˇ para-
leln´ıho proudeˇn´ı reprezentovat ve formeˇ vlny sˇ´ıˇr´ıc´ı se v rovineˇ (x,z) s amplitudou za´visej´ıc´ı na y.
Pro popis fluktuacˇn´ıch slozˇek se tak s vy´hodou zava´d´ı prˇedpis
v′ = v̂(y) exp[i(αx+ βz − αct)], (1.4)
kde v̂ = [û, v̂, ŵ] je vektor komplexn´ıch amplitudovy´ch funkc´ı, α je vlnove´ cˇ´ıslo ve smeˇru osy x,
β vlnove´ cˇ´ıslo ve smeˇru osy z a c je komplexn´ı rychlost vlny, kterou lze zapsat ve tvaru
c = cR + icI . (1.5)
Dosazen´ım (1.5) do (1.4) dosta´va´me
v′ = v̂(y) exp(αcIt) exp[i(αx+ βz − αcRt)], (1.6)
odkud je evidentn´ı fyzika´ln´ı vy´znam komponent cR a cI. Fluktuace ve fixn´ım bodeˇ osciluje
s frekvenc´ı ω = αcR, prˇicˇemzˇ amplituda oscilac´ı v dane´m smeˇru je da´na soucˇinem prˇ´ıslusˇne´ am-
plitudove´ funkce a vy´razu exp(αcIt). Z jine´ho pohledu prˇedstavuje cR fa´zovou rychlost fluktuacˇn´ı
vlny, jej´ızˇ amplituda roste exponencia´lneˇ v cˇase s exponentem αcI.
Proudeˇn´ı povazˇujeme za stabiln´ı resp. nestabiln´ı, jestlizˇe fluktuacˇn´ı slozˇka rychlosti klesa´
resp. roste. Ze vztahu (1.6) a vy´sˇe uvedene´ho lze tedy lehce nahle´dnout, zˇe pro ota´zku stability
je za´sadn´ı signum komponenty cI. Plat´ı:
cI < 0 ⇒ proudeˇn´ı je stabiln´ı,
cI > 0 ⇒ proudeˇn´ı je nestabiln´ı,
cI = 0 ⇒ proudeˇn´ı je neutra´lneˇ stabiln´ı.
(1.7)
Analy´za stability uvazˇuj´ıc´ı komplexn´ı rychlost c a rea´lna´ vlnova´ cˇ´ısla α a β se nazy´va´ analy´za
cˇasove´ stability. Zvol´ıme-li rea´lnou rychlost c a komplexn´ı vlnove´ cˇ´ıslo α, pak rychlostn´ı fluktuace
naby´vaj´ı tvar
v′ = v̂(y) exp[i(αRx+ βz − αRct)]exp(αIcx), (1.8)
rostou v za´vislosti na sourˇadnici x a odpov´ıdaj´ıc´ı analy´za pak definuje proble´m prostorove´ sta-
bility. Dle pra´ce [14] jsou vsˇak oba prˇ´ıstupy ekvivalentn´ı v matematicke´m smyslu.
Prˇ´ıslusˇne´ rovnice pro vy´pocˇet rychlost´ı cR a cI z´ıska´me dosazen´ım vztah˚u (1.1) a (1.2) s rych-
lostn´ımi fluktuacemi ve tvaru (1.6) resp. (1.8) do pohybovy´ch rovnic. V prˇ´ıpadeˇ linea´rn´ı teorie
prˇitom zanedba´va´me kvadraticke´ cˇleny fluktuacˇn´ıch rychlost´ı v′i a obdrzˇ´ıme tak linea´rn´ı syste´m.
1.2 Nestabilita paraleln´ıho proudeˇn´ı a Orrova-Sommerfeldova
rovnice
Z hlediska mechaniky tekutin lze problematiku nestability kapalne´ho filmu modelovat pomoc´ı
pohybovy´ch rovnic sestaveny´ch pro dvoudimenziona´ln´ı paraleln´ı proudeˇn´ı
[u, v] = [U(y) + u′(x, y, t), v′(x, y, t)], (1.9)
p = P (x, y) + p′(x, y, t), (1.10)
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Rovnice kontinuity pro fluktuacˇn´ı slozˇky u′ a v′ na´s opravnˇuje k zaveden´ı proudove´ funkce Ψ,
kterou s ohledem na rˇesˇeny´ proble´m, bl´ızˇe viz naprˇ. [6] str. 577, definujeme ve tvaru
Ψ = φ(y) exp[iα(x− ct)]. (1.11)
Rychlostn´ı fluktuace pak obdrzˇ´ıme z definice proudove´ funkce jej´ımi derivacemi
u′ =
∂Ψ
∂y
=
dφ(y)
dy
exp[iα(x− ct)], (1.12)
v′ = −∂Ψ
∂x
= −iαφ(y) exp[iα(x− ct)]. (1.13)
V prˇedpisu (1.11) znacˇ´ı φ(y) komplexn´ı amplitudovou funkci, α rea´lne´ vlnove´ cˇ´ıslo a c kom-
plexn´ı rychlost vlny v souladu s odstavcem 1.1. Dosazen´ım vztah˚u (1.12) a (1.13) do Navie-
rovy´ch-Stokesovy´ch rovnic pro dvoudimenziona´ln´ı nestaciona´rn´ı a nestlacˇitelne´ proudeˇn´ı, linea-
rizac´ı rovnic a eliminac´ı tlakove´ho cˇlenu obdrzˇ´ıme tzv. Orrovu-Sommerfeldovu rovnici
(U − c)(φ′′ − α2φ)− U ′′φ = 1
iαRe
(φ′′′′ − 2α2φ′′ + α4φ), (1.14)
kde φ′, U ′ znacˇ´ı derivace dle neza´visle promeˇnne´ y, Re=U0D/ν definuje Reynoldsovo cˇ´ıslo
hlavn´ıho proudu s charakteristicky´m rozmeˇrem D a charakteristickou rychlost´ı U0. V prˇ´ıpadeˇ
mezn´ıch vrstev vycha´zej´ı okrajove´ podmı´nky z prˇedpokladu, zˇe fluktuace rychlost´ı u′ a v′ mus´ı
by´t nulove´ na steˇneˇ (y = 0) a ve volne´m proudu (proudeˇn´ı je lamina´rn´ı), tj. ve velke´ vzda´lenosti
od steˇny (y →∞). Okrajove´ podmı´nky maj´ı tud´ızˇ tvar
φ = φ′ = 0 v y = 0 , (1.15)
φ = φ′ = 0 pro y →∞ . (1.16)
Analy´za stability lamina´rn´ıho proudeˇn´ı je nyn´ı prˇevedena na proble´m vlastn´ıch cˇ´ısel Orrovy-
Sommerfeldovy rovnice. Pro dany´ za´kladn´ı tok definovany´ profilem U(y) rovnice obsahuje para-
metry Re, α, cR a cI, z nichzˇ za dane´ povazˇujeme Re za´kladn´ıho toku a parametr α prostrˇednic-
tv´ım vlnove´ de´lky poruch λ = 2pi/α. Pro kazˇdou dvojici parametr˚u Re, α tedy rˇesˇen´ım rovnice
s okrajovy´mi podmı´nkami obdrzˇ´ıme komplexn´ı funkci φ a komplexn´ı vlnovou rychlost c jako
vlastn´ı hodnoty rovnice.
Stejneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ fluktuac´ı definovany´ch ve tvaru (1.4), resp. 1.6, v odstavci 1.1 je stabilita
urcˇena zname´nkem parametru cI. Tato skutecˇnost motivuje sestrojen´ı krˇivky, na n´ızˇ plat´ı cI = 0
v prostoru parametr˚u Re a α pro dany´ rychlostn´ı profil U(y). Explicitneˇ rˇecˇeno, krˇivka pro
dana´ Reynoldsova cˇ´ısla definuje vlnove´ de´lky fluktuacˇn´ıch vln, ktere´ nejsou ani zesilova´ny ani
zeslabova´ny, a hovorˇ´ıme proto o tzv. krˇivce (mezi) neutra´ln´ı stability.
Z dosud uvedene´ teorie stability a odvozen´ı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice vyply´va´, zˇe jej´ı
vy´znam spocˇ´ıva´ zejme´na ve vysˇetrˇova´n´ı podmı´nek vedouc´ıch k na´stupu turbulentn´ıho rezˇimu
proudeˇn´ı. Rovnice pro dany´ rychlostn´ı profil a Reynoldsovo cˇ´ıslo hlavn´ıho proudu predikuje
v za´vislosti na vlnove´m cˇ´ısle vy´voj rychlostn´ıch fluktuac´ı u′, v′, ktere´ koresponduj´ı se vznikem
Tollmienovy´ch-Schlichtingovy´ch vln. Omezen´ı rovnice vycha´zej´ıc´ı z linearizace a prˇedpokladu
paraleln´ıho proudeˇn´ı vymezuj´ı oblast jej´ı pouzˇitelnosti prˇedevsˇ´ım na pocˇa´tecˇn´ı fa´ze rozvoje
nestabilit. I prˇes toto vymezen´ı je vsˇak princip Orrovy-Sommerfeldovy rovnice soucˇa´st´ı mnohy´ch
prˇ´ıstup˚u k rˇesˇen´ı nestability tenke´ho filmu.
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Problematika nestabilit na tenky´ch
kapalny´ch filmech
2.1 Experimenta´ln´ı poznatky a typy nestabilit
Charakter vln na tenky´ch filmech je prima´rneˇ podmı´neˇn hodnotami Reynoldsovy´ch cˇ´ısel vlast-
n´ıho filmu ReL a doprovodne´ho plynne´ho proudu ReG. Reynoldsovo cˇ´ıslo kapaliny
ReL =
Q
ν
je da´no pomeˇrem objemove´ho toku kapaliny na jednotku de´lky v prˇ´ıcˇne´m smeˇru Q ku kinema-
ticke´ viskoziteˇ ν a uda´va´ tedy informaci o tlousˇt’ce filmu a rychlosti proud´ıc´ı tekutiny.
Experimenta´ln´ım pozorova´n´ım nestabilit na tenky´ch kapalny´ch filmech pro r˚uzne´ geome-
tricke´ i fyzika´ln´ı parametry se zaby´vali naprˇ. Craik [10], Cohen a Hanratty [8], Jurman a
McCready [20], [30]. Vy´sledky experiment˚u byly zakresleny do tzv. map rezˇim˚u nestabilit, viz
naprˇ. obr. 2.1. Pozorova´n´ı ukazuj´ı, zˇe kapalne´ filmy vykazuj´ı v za´vislosti na tlousˇt’ce kapalne´
vrstvy a rychlosti proud´ıc´ıho plynu na´sleduj´ıc´ı rezˇimy nestabilit:
• tzv. pomale´ vlny v prˇ´ıpadeˇ velmi tenky´ch filmu˚ (do 0,5 mm) sˇ´ıˇr´ıc´ı se rychlost´ı mensˇ´ı nezˇ
povrch kapaliny a zanikaj´ıc´ı pro nadkriticke´ hodnoty tlousˇt’ky filmu. Na hladke´m povrchu
se pak prˇi veˇtsˇ´ıch rychlostech plynu zacˇnou tvorˇit
• dvoudimenziona´ln´ı periodicke´ vlny s fa´zovou rychlost´ı veˇtsˇ´ı nezˇ rychlost povrchu
kapaliny. Tyto pro velmi tenke´ filmy mohou koexistovat s prˇedchoz´ım typem pomaly´ch
vln, pro veˇtsˇ´ı tlousˇt’ky filmu vsˇak prˇi veˇtsˇ´ıch rychlostech plynu prˇecha´zej´ı ve
• vlny s trˇ´ıdimenziona´ln´ım charakterem, ktere´ se prˇi dostatecˇneˇ n´ızky´ch hodnota´ch
Reynoldsova cˇ´ısla kapalne´ vrstvy redukuj´ı na
• solita´rn´ı vlny velky´ch amplitud s geometricky´m charakterem podobny´m pomaly´m vlna´m,
tj. prˇ´ıkrou prˇedn´ı a sestupnou zadn´ı cˇa´st´ı, prˇ´ıpadneˇ na
• kapila´rn´ı vlny (angl. ripples) vznikaj´ıc´ı z dvoudimenziona´ln´ıch periodicky´ch vln pro
velmi tenke´ filmy a vysoke´ rychlosti plynu, prˇicˇemzˇ pro nadkriticke´ rychlosti plynu mu˚zˇe
u teˇchto, prˇ´ıpadneˇ prˇedchoz´ıch solita´rn´ıch vln, nasta´vat
• tzv. atomizace, tj. odtrzˇen´ı fragment˚u kapaliny z vrchol˚u vln za vzniku kapek procesem
sekunda´rn´ı atomizace.
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Obra´zek 2.1: Mapa rezˇimu vln pro µL = 30 cP. Prˇevzato z [30].
2.2 Aplikace linea´rn´ı analy´zy stability
Aplikaci linea´rn´ı analy´zy na proble´m nestabilit kapalne´ho filmu v uzavrˇene´m kana´le vylozˇil
v prˇehledove´m cˇla´nku Hanratty [15]. Rozklad vy´sˇky hladiny po de´lce vlny na jej´ı pr˚umeˇrnou a
fluktuacˇn´ı slozˇku je definova´n soucˇtem
h = h+ h′, (2.1)
Analogicky k odstavci 1.1 definujeme komplexn´ı funkci
h′ = a exp iα(x− ct), (2.2)
jej´ızˇ rea´lna´ slozˇka
<[h′] = a exp(αcIt) cosα(x− cRt) (2.3)
popisuje vy´chylku rozhran´ı od rovnova´zˇne´ polohy h pomoc´ı funkcˇn´ı za´vislosti na vlnove´m cˇ´ısle
α = 2pi/λ, sourˇadnici ve smeˇru proudeˇn´ı x, komplexn´ı vlnove´ rychlosti c = cR + icI a cˇase t.
Vlny na rozhran´ı jsou doprova´zeny vy´chylkami rychlostn´ıho pole kapalne´ i plynne´ vrstvy in-
dukovany´mi, jak ukazuje na´sleduj´ıc´ı podkapitola 2.3, vy´chylkami tlaku a smykove´ho napeˇt´ı na
rozhran´ı. S ohledem na prˇedpoklad maly´ch vy´chylek velicˇin, prˇedpokla´dane´ typy nestabilit a
poznatky uvedene´ v cˇa´sti 1.2 je adekva´tn´ı zjednodusˇen´ı proble´mu na dvoudimenziona´ln´ı pa-
raleln´ı proudeˇn´ı, prˇicˇemzˇ uvazˇujeme rychlostn´ı pole zvla´sˇt’ pro plynnou a zvla´sˇt’ pro kapalnou
vrstvu. Uzˇit´ım obvykle´ho Reynoldsova rozkladu na pr˚umeˇrnou a fluktuacˇn´ı slozˇku teˇchto velicˇin
obdrzˇ´ıme pro rychlostn´ı pole kapalne´ resp. plynne´ vrstvy (j≡L resp. j≡G) a tlakove´ a smykove´
napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı na rozhran´ı po rˇadeˇ vztahy
[Uj , Vj ] = [Uj(y) + U
′
j , V
′
j ], (2.4)
Pw = Pw + P
′
w, (2.5)
τw = τw + τ
′
w . (2.6)
Prˇedpokladem linea´rn´ı analy´zy je pozˇadavek, aby amplituda a vy´chylky h′ byla dostatecˇneˇ
mala´ pro splneˇn´ı linearity ve smyslu vztah˚u
U ′j
Ûj(y)
=
V ′j
V̂j(y)
=
P ′w
P̂w
=
τ ′w
τ̂w
= a exp iα(x− ct) , (2.7)
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kde amplitudove´ slozˇky Ûj(y), V̂j(y), P̂w a τˆw jsou komplexn´ı, tj. zejme´na definujeme
P̂w = PWR + iPWI, (2.8)
τ̂w = τWR + iτWI. (2.9)
Separac´ı rea´lny´ch slozˇek fluktuac´ı P ′w, τ ′w definovany´ch prˇedpisy (2.7)–(2.9) obdrzˇ´ıme vztahy
<[P ′w] = a exp(αcIt)[PWR cosα(x− cRt)− PWI sinα(x− cRt)], (2.10)
<[τ ′w] = a exp(αcIt)[τWR cosα(x− cRt)− τWI sinα(x− cRt)]. (2.11)
Analogicky k obecne´mu u´vodu v podkapitole 1.1 je principem linea´rn´ı analy´zy stability
dosazen´ı velicˇin definovany´ch vztahy (2.2)–(2.9) do pohybovy´ch rovnic a vysˇetrˇen´ı jejich pr˚ubeˇhu
v za´vislosti na geometricky´ch a fyzika´ln´ıch parametrech definovany´ch okrajovy´mi podmı´nkami.
C´ılem analy´zy je zejme´na urcˇen´ı rychlosti cI pro predikci trendu r˚ustu nestabilit v za´vislosti na
vlnove´m cˇ´ısle α, rychlosti vneˇjˇs´ıho proudu U a tlousˇt’ce kapalne´ vrstvy h. Ze vztahu (2.3) prˇitom
plyne, zˇe podmı´nka cI = 0 resp. cI> 0 definuje prˇechod ze stabiln´ıho rezˇimu v nestabiln´ı resp.
r˚ust vln. Nejrychleji rostouc´ı vlny jsou takove´, pro neˇzˇ je soucˇin αcI maxima´ln´ı.
Konkre´tn´ı tvar prˇ´ıslusˇny´ch pohybovy´ch rovnic je odvozen z Navierovy´ch-Stokesovy´ch rov-
nic za prˇedpokladu zjednodusˇen´ı v d˚usledku prˇ´ıpadny´ch geometricky´ch specifik a s vyuzˇit´ım
adekva´tn´ıch model˚u rychlostn´ıch profil˚u a tlakovy´ch resp. smykovy´ch u´cˇink˚u Pw resp. τw, ze-
jme´na jejich amplitudovy´ch slozˇek PWR, PWI resp. τWR, τWI.
2.3 Fyzika´ln´ı principy vzniku nestabilit
Klasicka´ teorie hydrodynamicke´ nestability vysveˇtluje destabilizaci kapalny´ch vrstev teori´ı Kel-
vinovy-Helmholtzovy nestability, tj. zmeˇnou hustot a rychlost´ı tekutin na rozhran´ı a aplikac´ı
fenome´nu popsane´ho Bernoulliho rovnic´ı. Jej´ım principem je vznik tlakovy´ch propad˚u a extre´mu˚
nad apriori zvlneˇny´m povrchem. Vzhledem ke geometricky´m specifika´m nestabilit tenky´ch filmu˚
a skutecˇnosti, zˇe krite´ria K-H nestability nezohlednˇuj´ı vliv smykovy´ch sil nar˚ustaj´ıc´ıch pro velke´
rychlosti proud´ıc´ıho plynu, nemu˚zˇe by´t tato teorie pouzˇita k dostatecˇne´mu popisu pozorovany´ch
nestabilit tenky´ch kapalny´ch filmu˚.
Cohen a Hanratty ve studii [8] pozorovali vzˇdy veˇtsˇ´ı vlnovou rychlost nezˇ rychlost filmu,
z cˇehozˇ vyvozuj´ı, zˇe v prˇ´ıpadeˇ vln na povrchu kapalny´ch filmu˚ nen´ı energie transmitova´na
z hlavn´ıho proudu reprezentovane´ho pr˚umeˇrny´m rychlostn´ım profilem. Podobneˇ autorˇi usuzuj´ı,
zˇe vlny nejsou d˚usledkem turbulence vzduchove´ vrstvy nad filmem, nebot’ hladky´ film byl pozo-
rova´n i v prˇ´ıpadech turbulentn´ıho proudu plynu, ani Phillipsova rezonancˇn´ıho mechanismu, viz
[31], [32], protozˇe vlnove´ rychlosti jsou mnohem mensˇ´ı nezˇ pr˚umeˇrna´ rychlost plynu. Konecˇnou
hypote´zou autor˚u je tvrzen´ı, zˇe vlny z´ıska´vaj´ı energii z proudu plynu skrze fluktuace tlaku a
smykove´ho napeˇt´ı zp˚usobene´ nerovnostmi na povrchu filmu. Ke vzniku nestabilit tedy obecneˇ
docha´z´ı pokud vliv destabilizacˇn´ıch sil setrvacˇny´ch, smykovy´ch a tlakovy´ch prˇeva´zˇ´ı nad u´cˇinky
stabilizacˇn´ıch sil t´ıhovy´ch a povrchove´ho napeˇt´ı, viz sche´ma na obra´zku 2.2.
Obra´zek 2.2: Sche´ma silove´ho p˚usoben´ı prˇi vzniku nestabilit.
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Z dosud uvedene´ho vyply´va´, zˇe steˇzˇejn´ım proble´mem predikce nestability kapalne´ho filmu je
urcˇen´ı tlakovy´ch a smykovy´ch sil p˚usob´ıc´ıch na rozhran´ı volbou vhodne´ho modelu. Ze vztah˚u
(2.8) a (2.9) plyne, zˇe v prˇ´ıpadeˇ aplikace linea´rn´ı analy´zy stability jsou tyto velicˇiny modelova´ny
harmonickou funkc´ı fa´zoveˇ posunutou v˚ucˇi povrchu vlny, jej´ızˇ geometrie je dle prˇedpisu (2.3)
prˇedpokla´da´na rovneˇzˇ harmonicka´.
Ze vztah˚u (2.8) a (2.9) plyne, zˇe rea´lne´ komponenty velicˇin P ′w, τ ′w, tj. velicˇiny PWR a τWR,
jsou ve fa´zi s amplitudou vln a imagina´rn´ı komponenty PWI a τWI jsou ve fa´zi s ”
nulovy´mi body“
vlny, viz obra´zek 2.3. Fa´zova´ posunut´ı teoreticky harmonicky´ch pr˚ubeˇh˚u vy´chylek P ′w, τ ′w v˚ucˇi
povrchu filmu tedy za´visej´ı na pomeˇrech mezi jejich rea´lny´mi a imagina´rn´ımi amplitudami.
Obra´zek 2.3: Fyzika´ln´ı vy´znam velicˇin PWR, PWI, τWR, τWI.
Fyzika´ln´ı vy´znam jednotlivy´ch komponent poda´va´ Hanratty v prˇehledove´ pra´ci [15]. Z ana-
ly´zy vyply´va´, zˇe vliv tlakovy´ch sil je dle principu Bernoulliho rovnice za´sadn´ı pro vlny s velkou
amplitudou, vy´znam smykovy´ch sil pak vzr˚usta´ pro rostouc´ı rychlosti proud´ıc´ıho plynu.
2.4 Matematicka´ formulace proble´mu
Silove´ u´cˇinky v kapalne´ vrstveˇ a na hladineˇ filmu jsou matematicky popsa´ny pomoc´ı pohybovy´ch
rovnic a prˇ´ıslusˇny´ okrajovy´ proble´m je uzavrˇen okrajovy´mi podmı´nkami na steˇneˇ kana´lu a na
fa´zove´m rozhran´ı. Matematicka´ formulace je doplneˇna vztahy pro rychlostn´ı profily vycha´zej´ıc´ı
z konkre´tn´ı konfigurace proble´mu.
Matematicke´ modely diskutovane´ho proble´mu vycha´zej´ı z klasicky´ch Navierovy´ch-Stokes-
ovy´ch rovnic pro visko´zn´ı nestlacˇitelne´ proudeˇn´ı a rovnice kontinuity. Kromeˇ prˇedpokladu maly´ch
amplitud a podmı´nky meˇlke´ vody vycha´z´ı odvozen´ı prˇ´ıslusˇny´ch modelovy´ch rovnic da´le ze zjed-
nodusˇen´ı pohybovy´ch rovnic s ohledem na:
• staciona´rn´ı proudeˇn´ı, tj.
∂u
∂t
= 0,
∂v
∂t
= 0, (2.12)
• vlastnosti mezn´ıch vrstev, tj.
∂
∂x
 ∂
∂y
,
∂2
∂x2
 ∂
2
∂y2
, (2.13)
• paraleln´ı proudeˇn´ı, tj. v  u.
Okrajovou podmı´nku na steˇna´ch kana´lu reprezentuje tzv. podmı´nka ulp´ıva´n´ı, tj.
u = 0, v = 0. (2.14)
Okrajove´ podmı´nky na hladineˇ filmu zabezpecˇuj´ı jednak spojitost rychlost´ı a jednak rovnova´hu
norma´love´ho a tecˇne´ho napeˇt´ı na rozhran´ı.
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2.5 Rychlostn´ı profily
Klasicke´ zjednodusˇen´ı proble´mu iniciace nestabilit na obte´kane´m kapalne´m filmu prˇedpokla´da´
linea´rn´ı [10], prˇ´ıpadneˇ parabolicky´ [25] rychlostn´ı profil, prˇicˇemzˇ konkre´tn´ı formule je za´visla´ na
geometricke´m usporˇa´da´n´ı a okrajovy´ch podmı´nka´ch na rozhran´ı.
Profil plynne´ vrstvy je v rea´lny´ch aplikac´ıch za´visly´ na prˇ´ıslusˇne´ konfiguraci proble´mu. V pu-
blikovany´ch prˇ´ıstupech k rˇesˇen´ı jsou modely nestabilit kapalne´ho filmu beˇzˇneˇ omezeny na prˇ´ıpad
staciona´rn´ıho plneˇ vyvinute´ho turbulentn´ıho proudeˇn´ı. Acˇkoliv neˇktere´ prˇ´ıstupy vycha´zej´ı z kla-
sicke´ho logaritmicke´ho za´kona pro turbulentn´ı profil, prˇ´ıpadneˇ z teorie profil˚u nad drsny´mi
povrchy, je veˇtsˇina profil˚u konstruova´na s prˇihle´dnut´ım ke zvlneˇne´ hladineˇ filmu.
Miles [28], Boomkamp a kol. [5], Miesen a Boersma [25] aplikuj´ı profil ve tvaru
U(y)
uτ
= U+ =
{
y+ 0 ≤ y+ ≤ δ+s
δ+s +
1
κ
(
γ − tanh γ2
)
δ+s ≤ y+ (2.15)
kde δ+s je tlousˇt’ka vazke´ podvrstvy (Miles uva´d´ı hodnoty 5–8) a parametr γ definuje formule
sinh γ = 2κ
(
y+ − δ+s
)
. (2.16)
Mocninny´ rychlostn´ı profil ve tvaru
U+ = 8, 74
(
y+
) 1
7 (2.17)
vyuzˇ´ıva´ Craik v cˇla´nku [10] pro vy´pocˇet smykove´ho napeˇt´ı na hladineˇ filmu.
Empiricky´ rychlostn´ı profil turbulentn´ı mezn´ı vrstvy v trubici publikoval Reichardt [33]
U+ =
1
κ
ln (1 + κy+) + 7,8
(
1− e−y+/11 − y
+
11
e−y
+/3
)
. (2.18)
Van Driest˚uv [11] profil aplikuje Abrams [1] v modelu proudeˇn´ı nad zvlneˇny´m povrchem:
dU+
dy+
=
2
1 +
√
1 + 4κ2y+2 [1− exp(−y+/26)]2
. (2.19)
Porovna´n´ı rychlostn´ıch profil˚u je uvedeno na obra´zku 2.4. Z porovna´n´ı vyply´va´, zˇe mocninny´
profil velmi dobrˇe aproximuje klasicky´ logaritmicky´ profil v rozmez´ı od y+ = 40 do y+ = 400.
100 101 102 103 104
0
5
10
15
20
25
30
35
y+
U(
y)/
u τ
 
 
 Miles (1962), δ+=6
 Reichardt (1951) − empirický
 mocninný profil, U+=8,74(y+)1/7
 univerzální, κ=0,4; K=5,5
 Zilker (1976), κ=0,41; K=5,1
s
Obra´zek 2.4: Srovna´n´ı model˚u turbulentn´ıch rychlostn´ıch profil˚u.
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Prˇ´ıstupy k rˇesˇen´ı
Klasicke´ prˇ´ıstupy aplikovane´ autory v pocˇa´tecˇn´ıch pokusech o rˇesˇen´ı [4], [8], [10], [15] vycha´zej´ı
z prˇedpokladu, zˇe pro velke´ pomeˇry hustot a viskozit uvazˇovany´ch fa´z´ı lze rozhran´ı povazˇovat
za pevne´ [16] a tud´ızˇ lze pouzˇ´ıt tzv. kvazi-staticky´ prˇ´ıstup (angl. quasi static approximation [25]
nebo divided attack [4]) sesta´vaj´ıc´ı ze dvou krok˚u:
1. Vy´pocˇet smykovy´ch a tlakovy´ch sil p˚usob´ıc´ıch na hladinu pomoc´ı proudeˇn´ı nad zvlneˇny´m
pevny´m povrchem definovany´m pomeˇrem λ/a.
2. Aplikace linea´rn´ı analy´zy nestabilit na prˇ´ıslusˇne´ pohybove´ rovnice.
Vypocˇtene´ smykove´ a tlakove´ u´cˇinky jsou zahrnuty v okrajovy´ch podmı´nka´ch pohybovy´ch rov-
nic, prˇ´ıpadneˇ jako jejich parametry. V pozdeˇjˇs´ıch etapa´ch vy´voje model˚u nestabilit byl vyvinut
alternativn´ı prˇ´ıstup spocˇ´ıvaj´ıc´ı v simulta´nn´ım rˇesˇen´ı (angl. coupled) obou fa´z´ı.
Prˇ´ıslusˇne´ vedouc´ı rovnice jsou v prˇ´ıpadeˇ obou prˇ´ıstup˚u odvozeny prˇeva´zˇneˇ na za´kladeˇ
• metody integrace pohybovy´ch rovnic ve smeˇru kolme´m na pr˚umeˇrny´ povrch kapalne´ho filmu,
naprˇ. [3], [7], [15], [20], [23] nebo pomoc´ı
• analy´zy Orrovy-Sommerfeldovy rovnice, naprˇ. [5], [8], [10], [25], [27].
Volba konkre´tn´ıho prˇ´ıstupu ke konstrukci vedouc´ıch rovnic, jakozˇto k vy´pocˇtu silovy´ch
u´cˇink˚u p˚usob´ıc´ıch na rozhran´ı v prˇ´ıpadeˇ aplikace kvazi-staticke´ho prˇ´ıstupu, je podmı´neˇna geo-
metri´ı apriorn´ıch vln a parametry kapalne´ho filmu. Pra´ce [7], [15] navrhuj´ı v prˇ´ıpadeˇ kra´tky´ch
vln aplikaci O-S rovnice a za prˇedpokladu dlouhy´ch vln metodu integrace pohybovy´ch rovnic
mezn´ıch vrstev. Principy obou metod uva´deˇj´ı na´sleduj´ıc´ı dva odstavce.
3.1 Integra´ln´ı metody
Aplikaci integra´ln´ıch metod v analy´ze stability kapalny´ch filmu˚ demonstruje Hanratty [15].
Uved’me v dalˇs´ım na´stin metody pro prˇ´ıpad tenke´ho filmu s plochy´mi vlnami, tj. za prˇedpokladu
αh¯→ 0. Definujeme-li pr˚umeˇrnou rychlost kapalne´ho filmu integra´lem
ua =
1
h
∫ h
0
UL(y) dy , (3.1)
pak integra´ln´ı forma rovnice kontinuity ma´ tvar
∂h
∂t
+
∂(hua)
∂x
= 0 . (3.2)
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Obra´zek 3.1: Sche´ma proble´mu prˇi rˇesˇen´ı integra´ln´ı metodou.
Integra´ln´ı formu pohybove´ rovnice ve smeˇru osy x lze zapsat
∂(hua)
∂t
+
∂(hΓua
2)
∂x
= − h
ρL
∂P
∂x
+
1
ρL
(τs − τw) + gh cosϑ , (3.3)
kde τs zde znacˇ´ı smykove´ napeˇt´ı na rozhran´ı fa´z´ı, τw smykove´ napeˇt´ı na pevne´ steˇneˇ, ϑ u´hel
odklonu steˇny od vektoru t´ıhove´ho zrychlen´ı a
Γ =
1
hua2
∫ h
0
UL
2(y) dy (3.4)
je tvarovy´ parametr rychlostn´ıho profilu.
Vztah pro tlak v kapalne´m filmu se zahrnut´ım vlivu povrchove´ho napeˇt´ı za prˇedpokladu
(αh¯→ 0) uva´d´ı Hanratty [15] ve tvaru
P = Ps + (h− y)ρLg sinϑ− σ∂
2h
∂x2
− 2µL
(
∂u
∂x
)
s
− 2τs∂h
∂x
, (3.5)
kde Ps je tlak plynne´ vrstvy na rozhran´ı.
Dosazen´ım (3.5) do (3.3), podeˇlen´ım rovnice vy´sˇkou filmu h a zjednodusˇen´ım s ohledem na
prˇedpoklady obdrzˇ´ıme pohybovou rovnici pro kapalny´ film ve tvaru
∂ua
∂t
+ (2Γ− 1)ua∂ua
∂x
+ (Γ− 1)ua
2
h
∂h
∂x
+ ua
2∂Γ
∂x
=
− 1
ρL
∂Ps
∂x
− g sinϑ∂h
∂x
+
σ
ρL
∂3h
∂x3
+
1
hρL
(τs − τw) + g cosϑ . (3.6)
Obdobneˇ lze dle [23] za prˇedpokladu λ (B−h) odvodit integra´ln´ı formy rovnice kontinuity
a hybnosti plynne´ vrstvy.
Aplikac´ı teorie linea´rn´ı analy´zy stability ve smyslu vztah˚u (2.2)–(2.9) na velicˇiny vystupuj´ıc´ı
v rovnici (3.6) lze definovat
u′a
ûa
=
Γ′
Γ̂
=
P ′w
P̂w
=
τ ′w
τ̂w
=
τ ′s
τ̂s
=
τ ′B
τ̂B
= a exp iα(x− ct) = h′ . (3.7)
Dosazen´ım (3.7) do (3.2) a (3.6) obdrzˇ´ıme prˇ´ıslusˇne´ pohybove´ rovnice.
Ky´zˇene´ hodnoty komplexn´ı rychlosti c v za´vislosti na vlnove´m cˇ´ısle α a parametrech rych-
lostn´ıho profilu ua a Γ lze obdrzˇet komplexn´ım rˇesˇicˇem rovnic nebo ve tvaru c = cR +icI pomoc´ı
separace rovnic na rea´lnou a imagina´rn´ı cˇa´st po dodefinova´n´ı rea´lny´ch promeˇnny´ch τs, τw a
komplexn´ıch promeˇnny´ch τ̂s, τ̂w, P̂s a Γ̂. Urcˇen´ı parametr˚u Γ a Γ̂ se kromeˇ prˇehledove´ pra´ce [15]
bl´ızˇe veˇnuje cˇla´nek [7].
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3.2 Metody Orrovy-Sommerfeldovy rovnice
Pocˇa´tecˇn´ı rˇesˇen´ı vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı analy´zu O-S rovnice aplikovala prˇeva´zˇneˇ kvazistaticky´ prˇ´ıstup [8],
[10], tj. O-S rovnice je formulova´na pro kapalny´ film a silove´ u´cˇinky plynne´ho proudu vstupo-
valy do rˇesˇen´ı prostrˇednictv´ım okrajovy´ch podmı´nek. V pozdeˇjˇs´ıch prˇ´ıstupech se pouzˇ´ıva´ rovneˇzˇ
simulta´nn´ı rˇesˇen´ı, tj. O-S rovnice je formulova´na zvla´sˇt’ pro kapalnou a pro plynnou fa´zi. S ohle-
dem na prˇehlednost je v dalˇs´ım textu cˇerpa´no prˇeva´zˇneˇ z formulace simulta´nn´ıho rˇesˇen´ı dle
Boomkamp a kol. [5].
Proudove´ funkce a rychlostn´ı fluktuace kapalne´ a plynne´ fa´ze lze definovat analogicky ke
vztah˚um (1.11)–(1.13) ve tvaru
Ψj(x, y, t) = φj(y)e
iα(x−ct), (3.8)
u′j =
∂Ψj
∂y
=
dφj(y)
dy
exp[iα(x− ct)], (3.9)
v′j = −
∂Ψj
∂x
= −iαφj(y) exp[iα(x− ct)]. (3.10)
S pouzˇit´ım sˇka´lovac´ıch meˇrˇ´ıtek h pro de´lku, Uτ = τd1/ν1 pro rychlost, h/Uτ pro cˇas a ρLUτ
2
pro tlak je bezrozmeˇrna´ Orrova-Sommerfeldova rovnice pro film da´na ve tvaru
φ
(4)
L − 2α2φ
′′
L + α
4φL = iαRe
[
(UL − c)(φ′′L − α2φL)− U
′′
LφL
]
, (−1 < y < 0) , (3.11)
a rovnice pro shora neohranicˇenou plynnou vrstvu ve tvaru
φ
(4)
G − 2α2φ
′′
G + α
4φG = iαRe
r
m
[
(UG − c)(φ′′G − α2φG)− U
′′
GφG
]
, (0 < y <∞) , (3.12)
kde Re= ρLUτh/νL je Reynoldsovo cˇ´ıslo kapalne´ho filmu s charakteristickou rychlost´ı Uτ a da´le
r= ρG/ρL resp. m= νG/νL je pomeˇr hustot resp. kinematicky´ch viskozit.
Okrajove´ podmı´nky pro proudove´ funkce prˇedepisuj´ı podmı´nku ulp´ıva´n´ı na steˇneˇ (3.14),
u´tlum rozruch˚u v dostatecˇne´ vzda´lenosti od rozhran´ı (3.14) a rovnost rychlostn´ıch a smykovy´ch
vy´chylek v norma´love´m a tangencia´ln´ım smeˇru na rozhran´ı, viz [5].
φL = φ
′
L = 0 v y = −1 , (3.13)
φG = φ
′
G = 0 pro y →∞ (3.14)
Rovnice (3.11) a (3.12) s prˇ´ıslusˇny´mi okrajovy´mi podmı´nkami definuj´ı zobecneˇny´ proble´m
vlastn´ıch cˇ´ısel, tj. v tomto prˇ´ıpadeˇ komplexn´ıch rychlost´ı
c = c(α,Re,m, r,We,Fr). (3.15)
Obra´zek 3.2: Sche´ma proble´mu prˇi rˇesˇen´ı pomoc´ı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice.
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3.3 Modely tlakovy´ch a smykovy´ch sil p˚usob´ıc´ıch na povrch
filmu
Z dosud uvedene´ho vyply´va´, zˇe modely nestabilit kapalne´ho filmu jsou podmı´neˇny rozrˇesˇen´ım
pr˚ubeˇhu tlaku a smykove´ho napeˇt´ı p˚usob´ıc´ıch na hladinu filmu. Klasicky´ vy´pocˇet silovy´ch u´cˇink˚u
v prˇ´ıpadeˇ kvazi-staticke´ho prˇ´ıstupu vyuzˇ´ıva´ s ohledem na fyzika´ln´ı konstanty vody a vzduchu
prˇedpoklad, zˇe zvlneˇne´ rozhran´ı lze povazˇovat za pevne´ [16]. Ky´zˇene´ silove´ charakteristiky jsou
tedy spocˇteny pomoc´ı u´lohy proudeˇn´ı plynu nad pevny´m zvlneˇny´m povrchem, prˇicˇemzˇ rychlost
proudeˇn´ı je sn´ızˇena o fa´zovou rychlost vln. Z DNS simulac´ı proudeˇn´ı nad pevny´m pohybuj´ıc´ım
se povrchem, viz [36], vyply´va´, zˇe celkova´ odporova´ s´ıla p˚usob´ıc´ı na vlnu ve smeˇru proudeˇn´ı
je vy´znamneˇ ovlivneˇna fa´zovou rychlost´ı cR pro cR/Ub> 0,2. Protozˇe pro iniciaci nestabilit je
charakteristicky´ pomeˇr prˇiblizˇneˇ cR/Ub> 0,1, viz kapitolu 5, lze kvazistaticky´ prˇ´ıstup povazˇovat
za adekva´tn´ı.
Hlavn´ı vy´pocˇetn´ı prˇ´ıstupy vycha´zej´ı jednak z rˇesˇen´ı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice doplneˇne´
o vhodny´ turbulentn´ı model, [1], prˇ´ıpadneˇ z model˚u smykovy´ch koeficient˚u.
Modely smykovy´ch koeficient˚u na povrchu filmu
Hodnota smykove´ho koeficientu fs na rozhran´ı je za´visla´ na strukturˇe zvlneˇne´ho povrchu a
jej´ı urcˇen´ı v modelech nestabilit je vesmeˇs zalozˇeno na u´praveˇ tradicˇn´ıch vztah˚u na za´kladeˇ
experimenta´ln´ıch dat. Acˇkoliv tento prˇ´ıstup umozˇnˇuje konstruovat pomeˇrneˇ u´speˇsˇne´ modely
nestabilit v konkre´tn´ıch aplikac´ıch, je zrˇejme´, zˇe nen´ı optima´ln´ı z hlediska univerzality model˚u.
V dalˇs´ım uvedeme neˇkolik model˚u smykove´ho koeficientu, ktere´ jsou pouzˇ´ıva´ny v prˇ´ıpadech
vysˇsˇ´ıch rychlost´ı proudeˇn´ı plynu, naprˇ. prˇi anula´rn´ım proudeˇn´ı, kdy se na rozhran´ı nacha´zej´ı
solita´rn´ı, prˇ´ıpadneˇ kapila´rn´ı vlny. Tento prˇedpoklad vedl k mysˇlence zohlednit strukturu rozhran´ı
pomoc´ı p´ıskove´ drsnosti ks. Z prˇ´ıslusˇne´ho rychlostn´ıho profilu odvodil Schlichting [35] obecnou
formuli pro smykovy´ koeficient
Cf =
1
4
[
1,74 + 2 log
(
Dh
2ks
)]−2
, (3.16)
kde Dh je tzv. hydraulicky´ pr˚umeˇr spocˇteny´ jako pod´ıl cˇtyrˇna´sobku vnitrˇn´ıho pr˚urˇezu dane´ho
profilu potrub´ı ku jeho obvodu. Pro vertika´ln´ı proudeˇn´ı v trubici navrhl Wallis [41] vztah pro
smykovy´ koeficient na rozhran´ı ve tvaru
fs = 0,005
(
1 + 300
h
Dh
)
, (3.17)
ktery´ koresponduje vtahu (3.16) za prˇedpokladu ks = 4h a ks/Dh< 0,03, bl´ızˇe viz [41].
Alternativu Wallisovy formule (3.17) publikoval Moeck [29]
fs = 0,005
[
1 + 1458
(
h
Dh
)1.42]
. (3.18)
Pu˚vodn´ı Wallisovu formuli (3.17) pozdeˇji s ohledem na experimenta´ln´ı data pro velmi tenke´
filmy upravili Fore a kol. [12] vztahem
fs = 0,005
[
1 + 300
(
h
Dh
− 0, 0015
)]
, (3.19)
ktery´ da´le precizovali zahrnut´ım za´vislosti na Reynoldsoveˇ cˇ´ısle plynne´ho proudu
fs = 0,005
{
1 + 300
[(
1 +
17 500
ReG
)
h
Dh
− 0, 0015
]}
, (3.20)
kde Reynoldsovo cˇ´ıslo je spocˇteno pomoc´ı hydraulicke´ho pr˚umeˇru, tj. ReG = UGDh/νG.
16
KAPITOLA 4
CFD simulace turbulentn´ıho proudeˇn´ı nad
zvlneˇny´m povrchem
U´speˇchy vy´pocˇtove´ mechaniky tekutin (CFD) prˇi modelova´n´ı turbulentn´ıho proudeˇn´ı na straneˇ
jedne´ a slozˇitost a r˚uznorodost model˚u smykovy´ch napeˇt´ı a tlak˚u na straneˇ druhe´ vedly k mysˇlen-
ce vyuzˇ´ıt metodu CFD simulac´ı k sestaven´ı algebraicky´ch vztah˚u, ktere´ by bylo mozˇno imple-
mentovat v kvazistaticky´ch modelech nestability kapalne´ho filmu.
C´ılem CFD simulac´ı uvedeny´ch da´le bylo tedy z´ıskat podklady pro sestaven´ı model˚u p˚usoben´ı
tlaku a smykove´ho napeˇt´ı na sinusoida´ln´ı pevny´ povrch definovany´ vlnovou de´lkou λ a amplitu-
dou a v kana´le o vy´sˇce H, j´ımzˇ proud´ı vzduch prˇedepsanou strˇedn´ı rychlost´ı
Ub =
1
H
∫ H
0
U(y) dy . (4.1)
Protozˇe vy´sˇka kana´lu i rychlost proudeˇn´ı ovlivnˇuj´ı sledovane´ charakteristiky v r˚uzne´ mı´ˇre, jsou
v simulac´ıch uvazˇova´ny zvla´sˇteˇ hodnoty obou promeˇnny´ch a Reynoldsovo cˇ´ıslo Re=HUb/ν je
uzˇ´ıva´no ponejv´ıce pro srovna´n´ı s extern´ımi studiemi.
4.1 Popis vy´pocˇtove´ geometrie
Hodnoty smykove´ho napeˇt´ı a tlak˚u byly z´ıska´ny simulacemi staciona´rn´ıho turbulentn´ıho prou-
deˇn´ı ve dvoudimenziona´ln´ı oblasti se sinusoida´ln´ı doln´ı a rovnou horn´ı steˇnou, viz obr. 4.1.
Obra´zek 4.1: Vy´pocˇtova´ oblast a sourˇadnicovy´ syste´m.
Geometrie doln´ı zvlneˇne´ steˇny je definova´na harmonickou funkc´ı
y = a cos
2pix
λ
, (4.2)
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tud´ızˇ a znacˇ´ı amplitudu vlny a λ jej´ı de´lku. Horn´ı steˇna oblasti je vzda´lena H od strˇedn´ı
polohy doln´ı steˇny. Rozmeˇr oblasti ve smeˇru proudeˇn´ı jsou dveˇ vlnove´ de´lky, prˇicˇemzˇ ve vsˇech
simulac´ıch byla vlnove´ de´lka da´na konstantn´ı hodnotou λ= 0,05 m. Zbyle´ rozmeˇry byly voleny
tak, aby pomeˇr de´lky vlny ku jej´ı amplitudeˇ λ/a lezˇel v rozmez´ı 20 azˇ 200 a pomeˇr vy´sˇky oblasti
ku de´lce vlny H/λ byl roven 0,6 azˇ 1,4. Rychlost proudeˇn´ı Ub byla nastavena v rozmez´ı od 2 do
20 m/s. Pro kinematickou viskozitu ν= 1,567 ·10−5 m2/s naby´va´ tud´ızˇ Reynoldsovo cˇ´ıslo hodnot
od Re= 3830 (pro Ub = 2 m/s a H = 0,03 m) do Re= 89 400 (pro Ub = 20 m/s a H = 0,07 m).
4.2 Metoda vy´pocˇtu
S ohledem na povahu proble´mu byly vybra´ny trˇi turbulentn´ı modely: standardn´ı Wilcox˚uv
k- model, k-ω SST model a k- V2F model. Vy´sledky simulac´ı provedeny´ch pomoc´ı teˇchto
model˚u byly pro vybranou konfiguraci porovna´ny s DNS rˇesˇen´ımi Maass a Schumann [24] a
Yoon a kol. [43]. Prˇi porovna´n´ı odpov´ıdaj´ıc´ıho rˇesˇen´ı metodou RANS s turbulentn´ım mode-
lem k- V2F pro 2D a 3D geometrii bylo zjiˇsteˇno, zˇe odchylky obou rˇesˇen´ı jsou zanedbatelne´
u smykove´ho napeˇt´ı a akceptovatelne´ u tlakovy´ch sil. V dalˇs´ıch simulac´ıch byla proto pouzˇita
vy´hradneˇ 2D vy´pocˇetn´ı oblast s parametry definovany´mi v prˇedcha´zej´ıc´ı podkapitole. Vzhledem
k tomu, zˇe rozvoj mezn´ı vrstvy po de´lce kana´lu ovlivnˇuje hodnoty sledovany´ch velicˇin, byly ve
smeˇru proudeˇn´ı prˇedepsa´ny periodicke´ okrajove´ podmı´nky s konstantn´ım hmotnostn´ım tokem
spocˇteny´m z dane´ rychlosti proudeˇn´ı Ub. Na vstupu do dome´ny byl prˇitom na pocˇa´tku simulace
nastaven p´ıstovy´ rychlostn´ı profil, z neˇhozˇ se po konvergenci simulace vyvinul profil rea´lne´ho
tvaru. Vlastn´ı simulace byly provedeny v komercˇn´ım CFD software STAR-CCM+ verze 6.04.016
firmy CD-adapco, prˇicˇemzˇ vy´pocˇtova´ s´ıt’ byla vyhotovena v modela´rˇi programu ANSYS v. 13.0.
Na za´kladeˇ analy´zy prˇesnosti predikce bod˚u separace a prˇilnut´ı a smykove´ho napeˇt´ı a tlaku
v porovna´n´ı s DNS rˇesˇen´ımi Maass & Schumann [24] a Yoon a kol. (2009) [43], viz. obr. 4.2,
byl pro vy´pocˇet simulac´ı vybra´n model k- V2F. Model byl v simulac´ıch pouzˇit s tzv.
”
all
y+“ osˇetrˇen´ım mezn´ı vrstvy. Podrobneˇjˇs´ı specifikace viz manua´l [40]. Vy´pocˇetn´ı s´ıteˇ pouzˇite´
ve vlastn´ıch simulac´ıch byly vyhotoveny tak, aby hodnota y+wall byla vzˇdy mensˇ´ı nezˇ 0,65 prˇi
rychlosti proudeˇn´ı Ub = 10 m/s.
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Obra´zek 4.2: Pr˚ubeˇhy tlaku a smykove´ho napeˇt´ı na zvlneˇne´ steˇneˇ normalizovane´
hodnotou ρUb
2 a spocˇtene´ vybrany´mi modely turbulence v porovna´n´ı s DNS rˇesˇen´ım
Yoon a kol. (2009) [43].
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4.3 Vy´sledky
Vzhledem k tomu, zˇe diskutovane´ simulace byly rˇesˇeny jako staciona´rn´ı, reprezentuj´ı vsˇechny
velicˇiny uvedene´ v te´to kapitole jejich cˇasoveˇ pr˚umeˇrne´ hodnoty. Tlak a smykove´ napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı
na zvlneˇny´ pevny´ povrch definujeme analogicky jako pro vodn´ı hladinu v podkapitole 2.2 roz-
kladem na pr˚umeˇrnou a fluktuacˇn´ı cˇa´st :
Pw =Pw + P
′ = Pw + <{P̂ eiαx} , (4.3)
τw = τw + τ
′ = τw + <{τ̂eiαx} . (4.4)
Amplitudy |P̂ | resp. |τ̂ | rea´lny´ch fluktuac´ı P ′ resp. τ ′ nyn´ı v protikladu k prˇedpis˚um (2.10)
resp. (2.11) definuj´ı prˇ´ıslusˇne´ amplitudove´ slozˇky PSR, PSI, τSR a τSI vztahy
P ′=PSR cosαx− PSI sinαx = |P̂ | cos (αx+ θP) , (4.5)
τ ′= τSR cosαx− τSI sinαx = |τ̂ | cos (αx+ θτ ) . (4.6)
Z analy´zy smykove´ho napeˇt´ı a tlak˚u p˚usob´ıc´ıch na zvlneˇny´ povrch plyne, zˇe rychlost proudeˇn´ı
plynu i pomeˇr mezi vlnovou de´lkou a amplitudou vlny ovlivnˇuj´ı tvar profilu i amplitudy p˚usob´ı-
c´ıch napeˇt´ı. Acˇkoliv celkove´ p˚usob´ıc´ı s´ıly mohou by´t vy´znamny´ch faktorem naprˇ´ıklad prˇi tvorbeˇ
filmu, v modelech nestabilit kapalny´ch filmu˚ se vyskytuj´ı pouze amplitudove´ charakteristiky
prˇ´ıslusˇny´ch napeˇt´ı, prˇ´ıpadneˇ pr˚umeˇrne´ hodnoty smykove´ho napeˇt´ı. Vzhledem k tomu, zˇe zvlneˇny´
povrch jen ma´lo ovlivnˇuje pr˚umeˇrne´ hodnoty smykove´ho napeˇt´ı na steˇneˇ, byly da´le vysˇetrˇova´ny
pouze amplitudove´ slozˇky fluktuac´ı P ′ a τ ′ tj. velicˇin PSR, PSI a τSR, τSI.
Fluktuace tlaku
Komponenty tlakovy´ch fluktuac´ı PSR, PSI byly spocˇteny z amplitudy tlaku |P̂ | a fa´zove´ho po-
sunut´ı tlakove´ho pr˚ubeˇhu v˚ucˇi povrchu vlny θP dle vztah˚u odvozeny´ch z rovnosti (4.5):
PSR = |P̂ | cos θP, (4.7)
PSI = |P̂ | sin θP. (4.8)
Amplituda tlakove´ fluktuace |P̂ | byla urcˇena jako polovina rozd´ılu mezi maxima´ln´ı a minima´ln´ı
hodnotou tlaku p˚usob´ıc´ıho na povrch o jedne´ vlnove´ de´lce. Za´vislost te´to velicˇiny na vy´sˇce H,
pomeˇru λ/a a rychlosti Ub je zachycena na obra´zku 4.3 v porovna´n´ı s amplitudou smykove´ho
napeˇt´ı |τ̂ |. Z obra´zku je patrne´, zˇe za´vislosti obou velicˇin jsou obdobne´. Amplitudy rostou s ros-
touc´ı rychlost´ı Ub, klesaj´ıc´ım pomeˇrem λ/a a vy´sˇkou kana´lu H.
V porovna´n´ı s amplitudou nen´ı urcˇen´ı fa´zove´ho posunut´ı θP tak jednoznacˇne´ s ohledem
na deformaci tlakove´ho pr˚ubeˇhu zejme´na pro male´ hodnoty rychlosti Ub a pomeˇru λ/a, jak
demonstruj´ı obra´zky 4.4 a 4.5. Fa´zove´ posunut´ı bylo stanoveno z posunut´ı maxima tlaku v˚ucˇi
povrchu vlny ∆x1P a z posunut´ı minima tlaku v˚ucˇi u´dol´ı vlny ∆x
2
P, jak ilustruje obra´zek 4.4.
Odpov´ıdaj´ıc´ı u´hly θ1P a θ
2
P byly spocˇteny pomoc´ı vztah˚u
θ1P =
∆x1P
λ
· 360◦ , θ2P =
∆x2P
λ
· 360◦ . (4.9)
Algebraicke´ modely prˇ´ıslusˇny´ch slozˇek P 1SR a P
2
SR byly odvozeny uzˇit´ım linea´rn´ı regrese a
empiricke´ho
”
fitova´n´ı“ simulacˇn´ıch dat. Z vy´sledny´ch vztah˚u (4.10) a (4.11) lze nahle´dnout, zˇe
rozd´ıly mezi modely P 1SR a P
2
SR nejsou prˇ´ıliˇs vy´znamne´.
P 1SR =−0,815H−0,357
(
λ
a
)−0,914
Ub
2,100 (4.10)
P 2SR =−0,849H−0,359
(
λ
a
)−0,919
Ub
2,093 (4.11)
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Obra´zek 4.3: Za´vislost amplitud fluktuac´ı tlaku resp. smykove´ho napeˇt´ı, |P̂ | resp. |τ̂ |, na rych-
losti Ub, pomeˇru λ/a a vy´sˇce kana´lu H. H=λ, λ/a=100 a Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).
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Obra´zek 4.4: Deformace tlakove´ho pr˚ubeˇhu a fa´zove´ posunut´ı v˚ucˇi povrchu vlny. Vy-
kresleno pro H=λ, λ/a=40 a Re=12 767 (H=0.05 m, Ub=4 m/s).
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Obra´zek 4.5: Za´vislost fa´zove´ho posunut´ı tlaku a smykove´ho napeˇt´ı θP a θτ na H, λ/a a Ub.
Vykresleno pro H=λ, λ/a=60 a Re=19 150 (H=0.05 m, Ub=6 m/s).
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Zp˚usob urcˇen´ı fa´ze θP je mnohem vy´znamneˇjˇs´ı pro vy´pocˇet slozˇek PSI nezˇ v prˇ´ıpadeˇ slozˇek
PSR. Odpov´ıdaj´ıc´ı algebraicke´ modely jsou definova´ny formulemi (4.12) a (4.13).
P 1SI = 45,936H
−0,124
(
λ
a
)−1,552
Ub
1,230 (4.12)
P 2SI = 0,0369H
−0,396
(
λ
a
)−0,481
Ub
1,600 (4.13)
Fluktuace smykove´ho napeˇt´ı
Amplitudove´ slozˇky vy´chylek smykove´ho napeˇt´ı τSR a τSI byly urcˇeny obdobny´m zp˚usobem jako
v prˇ´ıpadeˇ tlakovy´ch fluktuac´ı. Amplituda smykove´ho napeˇt´ı |τ̂ | byla stanovena jako pr˚umeˇr
maxima´ln´ı a minima´ln´ı hodnoty. Fa´ze θτ byla urcˇena z posunut´ı maxima smykove´ho napeˇt´ı v˚ucˇi
vrcholu vlny. Vy´sledne´ modely jsou definova´ny vztahy (4.14) a (4.15).
τSR = 0,303H
−0,219
(
λ
a
)−1,080
Ub
1,356 (4.14)
τSI = 0,126H
−0,263
(
λ
a
)−0,920
Ub
1,450 (4.15)
4.4 Diskuse a validace vy´sledk˚u
Charakter fluktuac´ı tlaku a smykove´ho napeˇt´ı je prˇehledneˇ dokumentova´n na obra´zc´ıch 4.3 a 4.5
pomoc´ı za´vislost´ı na vy´sˇce kana´lu H, pomeˇru de´lky ku amplitudeˇ vlny λ/a a rychlosti Ub.
Pro validaci model˚u je trˇeba v prve´ rˇadeˇ oveˇrˇit splneˇn´ı prˇedpokladu linearity a adekva´tnost
pouzˇit´ı harmonicky´ch funkc´ı prˇi modelova´n´ı fluktuac´ı a da´le pak vysˇetrˇit vlastn´ı prˇesnost pre-
dikce amplitud a fa´zovy´ch posunut´ı sledovany´ch velicˇin. Zilker a kol. [44] provedli meˇrˇen´ı smy-
kove´ho napeˇt´ı pro r˚uzne´ amplitudy vln a vymezili linea´rn´ı za´vislost pro λ/a> 60 a a+< 27, kde
a+= auτ/ν je bezrozmeˇrna´ amplituda prˇepocˇtena´ pomoc´ı kinematicke´ viskozity ν a trˇec´ı rych-
losti uτ . Abrams v dizertacˇn´ı pra´ci [1] s odkazem na cˇla´nek [39] uva´d´ı, zˇe pro mezn´ı vrstvy o velke´
tlousˇt’ce je fa´zove´ posunut´ı smykove´ho napeˇt´ı θτ prostou funkc´ı bezrozmeˇrne´ho vlnove´ho cˇ´ısla
α+= 2piν/λuτ , amplituda smykove´ho napeˇt´ı |τ̂ | je linea´rn´ı funkc´ı a+ a pomeˇr bezrozmeˇrne´ ku
rea´lne´ amplitudeˇ a+/a je prostou funkc´ı α+. S ohledem na tyto poznatky a souvisej´ıc´ı analy´zy
v literaturˇe byla validace model˚u da´le vysˇetrˇova´na s uzˇit´ım pra´veˇ uvedeny´ch bezrozmeˇrny´ch
promeˇnny´ch.
Pro validaci vy´chylek smykove´ho napeˇt´ı a tlak˚u byly sestaveny bezrozmeˇrne´ velicˇiny
|τ̂+| = |τ̂ |
ρuτ 2
=
|τ̂ |
τw
, |P̂+| = |P̂ |
ρuτ 2
=
|P̂ |
τw
. (4.16)
Amplitudy vy´chylek smykove´ho napeˇt´ı normalizovane´ a+ a prˇ´ıslusˇna´ fa´zova´ posunut´ı θτ
v za´vislosti na α+ jsou zachyceny na obra´zku 4.6 v porovna´n´ı s meˇrˇen´ım a dveˇma komplexn´ımi
modely publikovany´mi v [1]. Jak lze nahle´dnout z obra´zku, na´sˇ model da´va´ velmi dobrou
shodu s experimenta´ln´ımi daty v rozmez´ı od α+= 0,0086 do α+= 0,0023. Pro uvedenou konfigu-
raci tyto hodnoty odpov´ıdaj´ı Reynoldsovy´m cˇ´ısl˚um od Re= 13 000 (H = 0,05 m, Ub = 4 m/s) do
Re= 58 000 (H = 0,05 m, Ub = 18 m/s), ktere´ dobrˇe reprezentuj´ı prˇ´ıslusˇne´ podmı´nky, za ktery´ch
byly provedeny simulace a konstrukce model˚u. Predikce modelu v uvedene´m intervalu se zda´
by´t dokonce prˇesneˇjˇs´ı nezˇ predikce modelu D* resp. tzv. relaxacˇn´ıho modelu dle Abramse viz
[1] resp. [2], ktere´ poneˇkud podhodnocuj´ı experimenta´ln´ı data. Je vsˇak trˇeba poznamenat, zˇe
na´sˇ model silneˇ nadhodnocuje data mimo tento interval a selha´va´ prˇi predikci fa´zove´ho posunut´ı
smykove´ho napeˇt´ı v˚ucˇi povrchu vlny.
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Obra´zek 4.6: Porovna´n´ı model˚u fluktuac´ı smykove´ho napeˇt´ı (4.14) a (4.15) s meˇrˇen´ım a modely
viz Abrams (1984) [1] a Abrams & Hanratty (1985) [2]. Vykresleno pro H=λ, λ/a=142,86.
Amplitudy tlakovy´ch fluktuac´ı |P̂+| a fa´zova´ posunut´ı θP v za´vislosti na α+ jsou zachyceny
na obra´zku 4.7 v porovna´n´ı s modelem D* [1] a meˇrˇen´ımi pro λ/a= 32 viz [21], λ/a= 36 viz [37],
λ/a= 45 a λ/a= 90 viz [17] a pro λ/a= 10 azˇ λ/a= 64 viz [9]. S ohledem na prˇevazˇuj´ıc´ı hodnoty
λ/a byly nasˇe vy´sledky vykresleny pro H =λ a λ/a= 60. Vzhledem k tomu, zˇe meˇrˇen´ı Kendall
[21] nejsou zcela konzistentn´ı, zda´ se by´t vy´znamnou vy´borna´ shoda nasˇeho modelu s expe-
rimenty Sigal [37] a Cook [9]. Nasˇe predikce nameˇrˇeny´ch hodnot je dokonce lepsˇ´ı nezˇ vy´stupy
modelu D*. Z obra´zku vyply´va´, zˇe modely amplitud tlakovy´ch fluktuac´ı jsou dobrˇe pouzˇitelne´ pro
α+< 0,006 resp. α+< 0,01. Pro vysˇsˇ´ı α+ rozd´ıly mezi modely a CFD daty nar˚ustaj´ı z d˚uvod˚u kon-
strukce modelu s ohledem na strˇedn´ı hodnotu prˇ´ıslusˇny´ch Reynoldsovy´ch cˇ´ısel. Modely fa´zovy´ch
posunut´ı tlaku zalozˇene´ na P 1SR a P
1
SI dobrˇe souhlas´ı s meˇrˇen´ımi [21], [37] a cˇa´stecˇneˇ [9].
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Obra´zek 4.7: Porovna´n´ı model˚u fluktuac´ı tlaku (4.10)–(4.13) s modely typu D* viz
Abrams (1984) [1] a meˇrˇen´ımi viz Kendall [21], Sigal [37], Hsu & Kennedy [17] a Cook [9].
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Model iniciace nestabilit
V nadcha´zej´ıc´ı kapitole uvedeme uka´zku konkre´tn´ıho modelu nestabilit kapalne´ho filmu. S ohle-
dem na na´rocˇnost matematicke´ho rˇesˇen´ı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice zejme´na v simulta´nn´ı
formulaci byl zvolen prˇ´ıstup zalozˇeny´ na metodeˇ integrace pohybovy´ch rovnic. Odpov´ıdaj´ıc´ı
vedouc´ı rovnice odvozene´ pro analy´zu iniciace pocˇa´tecˇn´ı nestability, tj. dvoudimenziona´ln´ıch
vln, byly prˇevzaty z [15]. Prˇ´ıslusˇne´ amplitudy fluktuac´ı tlaku a smykove´ho napeˇt´ı jsou mo-
delova´ny pomoc´ı algebraicky´ch model˚u odvozeny´ch na za´kladeˇ CFD simulac´ı prezentovany´ch
v prˇedcha´zej´ıc´ı kapitole.
5.1 Pomocne´ modely
Vyrˇesˇen´ı vedouc´ıch rovnic vyzˇaduje doplneˇn´ı adekva´tn´ım modelem rychlosti filmu na hladineˇ us,
derivace rychlostn´ıho profilu dU/dy|y=h a modely fluktuac´ı tlaku a smykove´ho napeˇt´ı PWR, PWI,
τWR a τWI.
Rychlost filmu na hladineˇ
Za prˇedpokladu linea´rn´ıho profilu kapalne´ho filmu je derivace rychlosti rovna pod´ılu us/h a smy-
kove´ napeˇt´ı na rozhran´ı lze aproximovat vztahem
τs = µL
dU
dy
∣∣∣∣
y=h
∼= us
h
. (5.1)
S uva´zˇen´ım mocninne´ho rychlostn´ıho profilu (2.17) a za prˇedpokladu symetrie profilu vzhledem
k ose kana´lu je maxima´ln´ı rychlost vzduchu v kana´le dle [10] prˇiblizˇneˇ da´na vztahem
UGmax
uτ
= 8,74
(
Huτ
2νG
)1/7
. (5.2)
Substituc´ı (5.2) pro trˇec´ı rychlost uτ =
√
τs/ρG do (5.1) lze vyja´drˇit za´vislost povrchove´ rychlosti
filmu na maxima´ln´ı rychlosti plynu a tlousˇt’ce filmu ve tvaru
us =
(
U
8,74
)7/4(2νG
H
)1/4 hρG
µL
. (5.3)
Predikce rychlosti filmu na hladineˇ v za´vislosti na tlousˇt’ce filmu a maxima´ln´ı rychlosti
proudeˇn´ı vzduchu odvozene´ pro Miles˚uv rychlostn´ı profil (2.15) pro δ+s =6, Reichardt˚uv pro-
fil (2.18), mocninny´ profil (2.17) a van Driest˚uv profil (2.19) pro κ=0,4 a κ=0,6 v porovna´n´ı
s meˇrˇen´ım v kana´le o vy´sˇce 2,54 cm viz [10] je zachycena na obra´zku 5.1 pro ρL = 1000 kg/m
3,
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µL = 0,001 Pa·s, ρG = 1,25 kg/m3 a νG = 1,46 · 10−5 m2/s. Maxima´ln´ı rychlost vzduchu byla pro
u´cˇely obra´zku prˇedpokla´da´na ve strˇedu kana´lu (y=B/2) bez ohledu na vy´sˇku filmu. Z obra´zku
lze nahle´dnout, zˇe van Driest˚uv profil pro uvedene´ konstanty κ ohranicˇuje predikci pomoc´ı
ostatn´ıch profil˚u. Van Driest˚uv profil pro κ=0,6 nejle´pe vystihuje nameˇrˇena´ data pro n´ızke´ hod-
noty pomeˇru us/h, avsˇak odchyluje se vy´razneˇji pro pomeˇry vysˇsˇ´ı. Nejlepsˇ´ı shody s experimen-
tem je dosazˇeno pro mocninny´ a Reichardt˚uv rychlostn´ı profil zejme´na kolem strˇedn´ı hodnoty
us/h. Vzhledem k tomu, zˇe odchylky mocninne´ho a logaritmicke´ho profilu jsou vy´znamne´ azˇ pro
y+> 400, viz odstavec 2.5, budeme v dalˇs´ım rychlost filmu na hladineˇ modelovat vztahem (5.3).
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Obra´zek 5.1: Predikce rychlosti filmu na hladineˇ v za´vislosti na tlousˇt’ce filmu a maxima´ln´ı
rychlosti proudeˇn´ı vzduchu odvozene´ pro rychlostn´ı profily (2.15) pro δ+s =6, (2.18), (2.17)
a (2.19) pro κ=0,4 a κ=0,6 v porovna´n´ı s meˇrˇen´ım v kana´le o vy´sˇce 2,54 cm viz [10].
Modely smykovy´ch a tlakovy´ch sil
Pouzˇit´ı prˇ´ıslusˇny´ch model˚u smykovy´ch a tlakovy´ch fluktuac´ı vol´ı Hanratty [15] dle vlivu horn´ı
steˇny kana´lu a vlnove´ de´lky prˇedpokla´dany´ch nestabilit. Pro kra´tke´ vlny navrhuje model D* [1] a
pro dlouhe´ vlny aplikaci vztah˚u zalozˇeny´ch na smykove´m koeficientu. S ohledem na uvazˇovanou
testovac´ı konfiguraci proble´mu stoj´ıc´ı na pomez´ı mezi obeˇma typy vln, lze s vy´hodou aplikovat
algebraicke´ modely odvozene´ na za´kladeˇ CFD simulac´ı diskutovany´ch v kapitole 4. Prˇ´ıslusˇne´
modely smykovy´ch a tlakovy´ch fluktuac´ı je vsˇak trˇeba konstruovat s prˇihle´dnut´ım k rozsahu
prˇedpokla´dany´ch kriticky´ch rychlost´ı. Pomoc´ı postup˚u uvedeny´ch v prˇedcha´zej´ıc´ı kapitole byly
sestaveny n´ızˇe uvedene´ modely (5.4)–(5.7) fluktuac´ı smykove´ho napeˇt´ı a tlaku pro n´ızke´ rychlosti
proudeˇn´ı vzduchu.
τSR = 0,214H
−0,219
(
λ
a
)−1,080
Ub
1,530 (5.4)
τSI = 0,070H
−0,263
(
λ
a
)−0,920
Ub
1,720 (5.5)
PSR =−0,594H−0,357
(
λ
a
)−0,914
Ub
2,240 (5.6)
PSI = 21,532H
−0,124
(
λ
a
)−1,552
Ub
1,550 (5.7)
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5.2 Rˇesˇen´ı a diskuse
Rˇesˇen´ı prˇ´ıslusˇny´ch rovnic modelu definuje rychlost r˚ustu vln v za´vislosti na vlnove´m cˇ´ısle α,
tlousˇt’ce filmu h, vy´sˇce plynne´ vrstvy H, rychlosti plynu Ub a fyzika´ln´ıch parametrech tekutin.
Model bohuzˇel nen´ı uzavrˇeny´, nebot’ vycˇ´ıslen´ı silovy´ch u´cˇink˚u plynu, tj. amplitud PWR, PWI,
τWR a τWI, pomoc´ı model˚u (5.6)–(5.5) vyzˇaduje urcˇen´ı amplitudy vln. Dle pra´ce [30] je pomeˇr
a/h mensˇ´ı nezˇ 0,5 pro ReG< 10
4 a tento pomeˇr se s klesaj´ıc´ım Reynoldsovy´ch cˇ´ıslem snizˇuje.
Pro urcˇen´ı oblasti nestability bylo proto nastaveno a/h= 1/3.
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Obra´zek 5.2: Za´vislost rychlosti r˚ustu fluktuac´ı na vlnove´m cˇ´ısle.
Vykresleno pro B=25,4 mm, h=4,5 mm, ReG=3000, µL=3,9 mPa·s,
νG=1,66·105 m2s−1.
Ze za´vislosti rychlosti r˚ustu fluktuac´ı na vlnove´m cˇ´ısle, viz obr. 5.2, lze jednodusˇe urcˇit
vlnovou de´lku indukuj´ıc´ı nejrychleji rostouc´ı perturbace. Jak lze nahle´dnout z obra´zk˚u 5.3 a 5.4,
tato vlnova´ de´lka je prˇiblizˇneˇ rovna vlnovy´m de´lka´m rea´lny´ch vln pozorovany´ch experimenta´lneˇ.
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 Experimentální pozorování, Cohen & Hanratty (1965)
 Maximum αcI, Frederick (1982), pomocí modelu D*
 cI=0, Frederick (1982), pomocí modelu D*
 Maximum αcI, a/h=1/3
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Obra´zek 5.3: Porovna´n´ı oblasti stability a vlnovy´ch de´lek maxima´ln´ıho r˚ustu s rˇesˇen´ım viz
Frederick (1982) [13] zalozˇene´m na modelu D* [1] a meˇrˇen´ım viz Cohen & Hanratty [8].
Vykresleno pro B=25,4 mm, h=4,5 mm, ReG=3000, µL=3,9 mPa·s a νG=1,66·105 m2s−1.
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Obra´zek 5.4: Oblasti stability a vlnovy´ch de´lek maxima´ln´ıho r˚ustu. Vykresleno pro
B=25,4 mm, h=4,9 mm, ReG=3000, µL=0,9 mPa·s a νG=1,60·105 m2s−1.
Z porovna´n´ı cˇar vlnovy´ch cˇ´ısel s maxima´ln´ı rychlost´ı r˚ustu nestabilit, ktere´ spocˇetl Frede-
rick [13] pomoc´ı modelu D* [1], s vy´sledky nasˇeho modelu vyply´va´, zˇe pro zvoleny´ pomeˇr α/h
sestaveny´ model le´pe vystihuje meˇrˇen´ı Cohen a Hanratty [8] pro obeˇ konfigurace specifikovane´
podrobneˇji pod obra´zky. Z obra´zku je ovsˇem rovneˇzˇ patrne´, zˇe oblasti nestability definovane´
podmı´nkou αcI> 0 jsou vy´razneˇ rozlehlejˇs´ı a kriticka´ Reynoldsova cˇ´ısla resp. kriticke´ rychlosti
plynu jsou v obou prˇ´ıpadech podhodnoceny. Tato skutecˇnost mu˚zˇe by´t vysveˇtlena prˇedpokladem,
zˇe pro tak n´ızka´ Reynoldsova cˇ´ısla, kdy docha´z´ı k iniciaci nestabilit, nen´ı amplituda vlny zdaleka
rovna prˇedepsane´ hodnoteˇ h/3. Vzhledem k tomu, zˇe s rostouc´ı rychlost´ı plynu docha´z´ı k r˚ustu
amplitud i zmeˇneˇ pomeˇru a/h, nelze zrˇejmeˇ ocˇeka´vat soucˇasneˇ dobrou predikci kriticke´ho Rey-
noldsova cˇ´ısla i vlnovy´ch de´lek pozorovany´ch vln pro konstantn´ı hodnotu a/h.
S ohledem na pra´veˇ uvedeny´ prˇedpoklad byl vy´pocˇet kriticky´ch rychlost´ı proveden pro v´ıce
konfigurac´ı pomeˇru amplitudy ku tlousˇt’ce filmu. Velmi dobre´ shody s nameˇrˇeny´mi hodnotami
publikovany´mi v [8] bylo dosazˇeno pro hodnotu a/h= 1/8, jak dokumentuje obra´zek 5.5.
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Obra´zek 5.5: Predikce kriticky´ch rychlost´ı pro iniciaci nestabilit v porovna´n´ı s expe-
rimenta´ln´ım meˇrˇen´ım viz Cohen & Hanratty (1695) [8] a Craik (1966) [10].
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Vlnove´ de´lky koresponduj´ıc´ı kriticky´m podmı´nka´m na obra´zku 5.5 jsou zachyceny v grafu 5.6.
Naby´vaj´ı hodnot od 1,7 do 2,4 cm, cozˇ je prˇiblizˇneˇ v souladu s pozorova´n´ım i modely pro smykove´
a tlakove´ s´ıly spocˇtene´ na za´kladeˇ Milesovy-Benjaminovy [4], [26] a Jeffresovy hypote´zy [18], viz
Cohen a Hanratty [8]. Na´r˚ust hodnot s klesaj´ıc´ı tlousˇt’kou filmu pozorovatelny´ na obra´zku je vsˇak
v rozporu s vlnovy´mi de´lkami 1–2 cm ktere´ u tenky´ch filmu˚ (h< 1,6 mm) pozoroval Craik [10]
a model proto nen´ı vodny´ pro urcˇen´ı vlnovy´ch de´lek pocˇa´tecˇn´ıch nestabilit tenky´ch filmu˚, cozˇ
je ovsˇem v souladu s vy´sˇe uvedeny´m omezen´ım. Vlnove´ de´lky 1–2 cm dvoudimenziona´ln´ıch vln
pro veˇtsˇ´ı rychlosti plynu nicme´neˇ souhlas´ı s nameˇrˇeny´mi hodnotami na obra´zc´ıch 5.3 a 5.4.
Z uvedene´ho vyply´va´, zˇe validace predikce vlnovy´ch de´lek je obt´ızˇna´, nebot’ docha´z´ı k jejich
zkracova´n´ı s rostouc´ım ReG a nen´ı zrˇejme´, ve ktere´ fa´zi vy´voje vln docha´z´ı k odecˇtu hodnot.
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Obra´zek 5.6: Za´vislost vlnovy´ch de´lek pocˇa´tecˇn´ıch nestabilit na tlousˇt’ce filmu
v porovna´n´ı s experimenty a modely viz Cohen & Hanratty (1965) [8].
Fa´zova´ rychlost je prˇiblizˇneˇ rovna 0,25 m/s, cozˇ je v dobre´ shodeˇ s klasicky´m vztahem zahr-
nuj´ıc´ım vliv povrchove´ho napeˇt´ı i hodnotou 0,3 m/s pozorovanou experimenta´lneˇ [8].
5.3 Shrnut´ı
• Vedouc´ı rovnice modelu iniciace nestabilit vycha´zej´ı z integra´ln´ıho tvaru pohybovy´ch rov-
nic za prˇedpokladu linea´rn´ıho profilu kapalne´ho filmu a mocninne´ho rychlostn´ıho profilu
proudu vzduchu.
• Smykove´ a tlakove´ u´cˇinky proud´ıc´ıho plynu byly odvozeny na za´kladeˇ vy´sledk˚u nume-
ricky´ch simulac´ı pro adekva´tn´ı rychlosti proudeˇn´ı.
• S ohledem na omezen´ı vyply´vaj´ıc´ı z prˇedpoklad˚u pro odvozen´ı rovnic, je vy´sledny´ model
pouzˇitelny´ pouze pro filmy s tlousˇt’kou prˇesahuj´ıc´ı asi 2 mm.
• V za´vislosti na tlousˇt’ce filmu, vy´sˇce kana´lu a fyzika´ln´ıch vlastnostech tekutin lze pomoc´ı
modelu predikovat kritickou rychlost, vlnovou de´lku a fa´zovou rychlost pocˇa´tecˇn´ıch nesta-
bilit, ktere´ prˇi dalˇs´ım r˚ustu rychlosti plynu vedou ke vzniku dvoudimenziona´ln´ıch vln.
• Pro urcˇen´ı silovy´ch u´cˇink˚u je trˇeba specifikovat pomeˇr amplitudy ku tlousˇt’ce filmu. Vlno-
ve´ de´lky spocˇtene´ za prˇedpokladu a/h= 1/3 jsou ve velmi dobre´ shodeˇ s pozorova´n´ım
dvoudimenziona´ln´ıch vln. Kriticke´ rychlosti plynu vedouc´ı k iniciaci pocˇa´tecˇn´ıch nestabilit
vykazuj´ı vy´bornou shodu s meˇrˇen´ım pro a/h= 1/8.
• Fa´zove´ rychlosti vln odpov´ıdaj´ı analyticke´mu vztahu i experimenta´ln´ımu pozorova´n´ı.
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Atomizace steˇnove´ho kapalne´ho filmu
Atomizace kapalin prˇedstavuje komplexn´ı proble´m vyskytuj´ıc´ı se jako prˇ´ırodn´ı jev i v cele´ rˇadeˇ
technicky´ch aplikac´ı. Lze jej pozorovat naprˇ´ıklad prˇi rozrusˇova´n´ı vln na morˇske´ hladineˇ, je
vy´znamnou soucˇa´st´ı procesu prˇ´ıpravy paliva ve spalovac´ıch motorech nebo aerosolovy´ch le´kovy´ch
forem. Jako nezˇa´douc´ı jev se vyskytuje naprˇ´ıklad v potrubn´ıch syste´mech turb´ınovy´ch stroj˚u.
Atomizace kapaliny z povrchu steˇnove´ho filmu prˇedstavuje za´veˇrecˇny´ typ nestability pozoro-
vany´ pro dostatecˇneˇ velke´ rychlosti vneˇjˇs´ıho plynne´ho proudu ve dvou za´kladn´ıch geometricky´ch
konfigurac´ıch. V prˇ´ıpadeˇ potrub´ı male´ho pr˚urˇezu mu˚zˇe by´t atomizace prˇ´ıcˇinou prˇ´ıpadneˇ soucˇa´st´ı
anula´rn´ıho typu proudeˇn´ı. Prˇi experimentech nestabilit filmu v kana´lu byla atomizace pozo-
rova´na v souvislosti se vznikem solita´rn´ıch vln, ktere´ se realizuj´ı pro dostatecˇneˇ n´ızke´ tlousˇt’ky
filmu.
6.1 Experimenta´ln´ı poznatky
Jedny z prvn´ıch vizua´ln´ıch poznatk˚u ty´kaj´ıc´ı se atomizace tenke´ho filmu na rovne´ desce na
za´kladeˇ experiment˚u poda´vaj´ı van Rossum [34] a Woodmansee a Hanratty [42]. Hodnoty pr˚utoku
kapalne´ho filmu a rychlosti vzduchu prˇi pozorova´n´ı solita´rn´ıch vln a atomizace v horizonta´ln´ım
kana´le jsou uvedeny na obra´zku 6.1. Zaznamenane´ pr˚ubeˇhy rychlost´ı naznacˇuj´ı souvislost mezi
ustaven´ım solita´rn´ıch vln a atomizac´ı prˇi takovy´ch pr˚utoc´ıch kapalne´ho filmu, kdy mu˚zˇe doj´ıt
ke vzniku solita´rn´ıch vln. Tato souvislost je potvrzena vizua´ln´ım pozorova´n´ım deˇj˚u na solita´rn´ı
vlneˇ [42]. Prˇi veˇtsˇ´ıch rychlostech plynu, nezˇ ktere´ jsou nutne´ ke vzniku solita´rn´ıch vln, docha´z´ı
na jej´ım vrcholu k tvorbeˇ sekunda´rn´ıch vlnek (angl. ripples). Tyto vlnky jsou orientova´ny kolmo
k ose kana´lu, tj. smeˇru sˇ´ıˇren´ı solita´rn´ıch vln, jejich hrˇebeny jsou delˇs´ı nezˇ vlnove´ de´lky. Prˇi nadkri-
ticke´ rychlosti vneˇjˇs´ıho proudu docha´z´ı k akceleraci vlnky a odtrzˇen´ı jej´ı strˇedn´ı cˇa´sti z povrchu
filmu - prima´rn´ı atomizaci - za vzniku fragmentu tekutiny, ktery´ se na´sledneˇ v d˚usledku sil
povrchove´ho napeˇt´ı zformuje v kapku nebo da´le rozpadne procesem sekunda´rn´ı atomizace.
Z mapy rezˇimu vln na obra´zku 2.1 vyply´va´, zˇe pro velka´ Reynoldsova cˇ´ısla kapalne´ho filmu
jsou kriticke´ rychlosti zp˚usobuj´ıc´ı vznik solita´rn´ıch vln jen ma´lo za´visle´ na zmeˇneˇ vy´sˇky hladiny
nebo pr˚utoku. Graf na obra´zku 6.1 dokla´da´, zˇe tote´zˇ plat´ı rovneˇzˇ pro atomizaci filmu. Kri-
ticke´ rychlosti prˇi atomizaci rostou s klesaj´ıc´ı tlousˇt’kou filmu a rostouc´ım povrchovy´m napeˇt´ım.
Za´vislost na viskoziteˇ kapalin nebyla pozorova´na [34].
Obdobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ solita´rn´ıch vln kriticke´ rychlosti nar˚ustaj´ı s klesaj´ıc´ı tlousˇt’kou filmu.
Pro velmi tenke´ filmy (v experimentu Woodmansee a Hanratty [42] pro ρLQ< 0,2 kg/m s) jizˇ
nedocha´z´ı ke vzniku klasicky´ch solita´rn´ıch vln a film se atomizuje soucˇasneˇ se vznikem kapila´rn´ıch
vln. Kriticka´ rychlost prˇitom dramaticky nar˚usta´.
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Obra´zek 6.1: Experimenta´ln´ı pozorova´n´ı solita´rn´ıch vln a atomi-
zace v za´vislosti na rychlosti vzduchu a pr˚utoku kapalne´ho filmu.
Meˇrˇeno v horizonta´ln´ım kana´le o vy´sˇce 2,54 cm viz [42].
6.2 Fyzika´ln´ı mechanismus atomizace
Z uvedeny´ch experimenta´ln´ıch poznatk˚u vyply´va´ prˇ´ıma´ souvislost atomizace s nestabilitou ka-
palne´ho filmu, zejme´na se vznikem solita´rn´ıch vln. Je tedy zrˇejme´, zˇe fyzika´ln´ı princip atomizace
souvis´ı s mechanismem destabilizace kapalne´ho povrchu za vzniku vln. Podobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ
experiment˚u je i v oblasti za´klad˚u fyzika´ln´ıch princip˚u a predikce odtrha´va´n´ı kapek z povrchu ka-
paliny vy´znamna´ pra´ce [42]. Autorˇi ve shodeˇ s principem r˚ustu solita´rn´ıch vln od˚uvodnˇuj´ı proces
atomizace nerovnova´hou mezi stabilizacˇn´ım vlivem gravitace a povrchove´ho napeˇt´ı a destabi-
lizacˇn´ımi vlivy tlakove´ho propadu nad vrcholem vlny, viz obr. 2.2 v podkapitole 2.3. V principu
se tedy jedna´ o stejny´ mechanismus, ktery´ zp˚usobuje prima´rn´ı nestabilitu kapalne´ho filmu a
v neˇktery´ch prˇ´ıpadech autorˇi cˇla´nk˚u zjednodusˇeneˇ hovorˇ´ı o principu Kelvinovy-Helmholtzovy
nestability.
Vzhledem k tomu, zˇe klasicka´ K-H teorie hydrodynamicke´ nestability prˇedpoklada´ p´ıstovy´
rychlostn´ı profil proud´ıc´ıho vzduchu, je zrˇejme´, zˇe dostatecˇneˇ precizneˇ nepostihuje fyzika´ln´ı
princip atomizace, zejme´na pro velke´ rychlosti, kdy nar˚usta´ vy´znam smykovy´ch sil, jak bylo
jizˇ uvedeno v cˇa´sti 2.3. Kim a Peterson [22] rozliˇsuj´ı trˇi typy mechanismu odtrzˇen´ı kapaliny
z povrchu filmu v za´vislosti na vy´znamu smykovy´ch sil:
• V prˇ´ıpadeˇ n´ızky´ch rychlost´ı plynu prˇevazˇuje vliv tlakovy´ch sil. Autorˇi hovorˇ´ı o odtrzˇen´ı
v d˚usledku vln, ktere´ nasta´va´ z vrcholk˚u solita´rn´ıch vln na´sledkem vy´sˇe uvedene´ silove´
nerovnova´hy. Odporova´ s´ıla (angl. drag force) je prˇeva´zˇneˇ d˚usledkem tlakove´ho propadu
zp˚usobene´m v´ıry a odtrzˇen´ım mezn´ı vrstvy za vrcholem vlny. Vznikla´ vy´dut’ je na´sledneˇ
odtrzˇena proudem plynu.
• V prˇ´ıpadeˇ rostouc´ıch rychlost´ı klesa´ tlousˇt’ka filmu a v d˚usledku maly´ch amplitud vln klesa´
soucˇasneˇ vliv tlakovy´ch vy´chylek a naopak vliv smykovy´ch sil nar˚usta´.
• V krajn´ım prˇ´ıpadeˇ, kdy jsou smykove´ s´ıly dominuj´ıc´ımi, hovorˇ´ı autor o smykove´m odtrzˇen´ı.
Na rozhran´ı mezi obeˇma mechanismy je pak prˇechodovy´ typ odtrzˇen´ı.
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6.3 Krite´ria prima´rn´ı atomizace steˇnove´ho kapalne´ho filmu
Pro prˇehlednost jsou da´le uva´deˇna´ krite´ria rozliˇsena na krite´ria za´visla´ na vlnove´ de´lce vlny,
z jej´ıhozˇ vrcholu docha´z´ı k odtrha´va´n´ı fragment˚u kapaliny, a na krite´ria zohlednˇuj´ıc´ı tlousˇt’ku
filmu. V prvn´ım prˇ´ıpadeˇ je za´kladn´ım principem teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability a ve
druhe´m prˇ´ıpadeˇ jsou krite´ria odvozena na za´kladeˇ definice Weberova cˇ´ısla.
Za´vislost na vlnove´ de´lce
Z dosud uvedene´ho vyply´va´, zˇe za´kladn´ım podkladem k modelova´n´ı atomizace z povrchu filmu
je teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability. Silova´ rovnova´ha stabilizacˇn´ıch a destabilizacˇn´ıch
sil pak vede dle [42] k podmı´nce neutra´ln´ı stability
PWR + gρL + σα
2 = 0 . (6.1)
Teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability rˇesˇ´ı podmı´nku (6.1) prˇedpokladem nevisko´zn´ıho
proudeˇn´ı s rovnomeˇrny´m rychlostn´ım profilem vedouc´ımu dle [15] ke vztahu
PKHWR = −(UG − cR)2αρG , (6.2)
kde UG resp. ρG je rychlost resp. hustota plynu. Substituc´ı (6.2) do (6.1) obdrzˇ´ıme za prˇedpo-
kladu UL ∼= cR zjednodusˇenou podmı´nku neutra´ln´ı stability
UG − UL =
(
gρL + σα
2
αρG
) 1
2
. (6.3)
Pro prˇ´ıpad dvojice tekutin voda–vzduch obdrzˇ´ıme kritickou hodnotu UGkrit = 6,95 m/s pro
λkrit = 17 mm. S ohledem na vy´sˇe uvedene´ nedostatky K-H teorie ve vztahu k diskutovane´mu
fenome´nu je trˇeba navrhnout precizuj´ıc´ı u´pravy vztah˚u (6.2) a (6.3).
Jiny´ zp˚usob odvozen´ı krite´ria stability uva´deˇj´ı Kim a Peterson [22] rozsˇ´ıˇren´ım prˇ´ıstupu K-H
teorie o Jeffreysovu hypote´zu zmı´neˇnou v podkapitole 2.3. Odvozene´ krite´rium ma´ tvar
UG = c+
[
4ρLc
CsρG
(
νLα
tanhαh
+
1
4 sinh2 αh
√
νLαc
2
)] 1
2
, (6.4)
kde Cs je koeficient v Jeffreysoveˇ hypote´ze (angl. sheltering coefficient) a c je fa´zova´ rychlost
vln.
Woodmansee a Hanratty [42] spocˇetli tlakove´ vy´chylky PWR za prˇedpokladu rea´lne´ho rych-
lostn´ıho profilu pomoc´ı rˇesˇen´ı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice. Vy´slednou za´vislost vyja´drˇili po-
loempiricky´m vztahem, jehozˇ substituc´ı do (6.1) z´ıska´me krite´rium
UG =
(σα2 + ρLg) (αH2 )0,627
0,131ρLα
(
H
νG
)0,229

1
2,229
, (6.5)
ktere´ je vykresleno na obra´zku 6.2 v porovna´n´ı s klasicky´m krite´riem (6.3) a experimenta´ln´ımi
daty z cˇla´nku [42]. Lze nahle´dnout, zˇe krite´rium velmi dobrˇe vystihuje nameˇrˇene´ hodnoty,
zat´ımco krite´rium (6.3) zalozˇene´ na predikci amplitud tlakovy´ch fluktuac´ı prˇedpisem (6.2) data
vy´razneˇ podhodnocuje.
Dosud uvedena´ krite´ria definuji kriticke´ rychlosti v za´vislosti na vlnove´ de´lce prˇedpokla´da-
ny´ch vln. Tento parametr vsˇak v rea´lne´m prˇ´ıpadeˇ nen´ı a priori zna´m a lze prˇi tom prˇedpokla´dat,
viz naprˇ. [3], zˇe vlnova´ de´lka je za´visla´ na tlousˇt’ce filmu, kterou krite´ria nijak nezohlednˇuj´ı.
Woodmansee a Hanratty [42] na za´kladeˇ experiment˚u prˇedpokla´daj´ı vlnovou de´lku λ= 5hp, kde
hp je vy´sˇka solita´rn´ı vlny, z jej´ıhozˇ vrcholu docha´z´ı k atomizaci. Proble´m kriticky´ch rychlost´ı je
tedy za´visly´ na predikci parametru hp, cozˇ ovsˇem nen´ı trivia´ln´ı u´kol a uvedeny´ cˇla´nek se mu
neveˇnuje. Uvedena´ atomizacˇn´ı krite´ria tedy prˇedstavuj´ı pouze d´ılcˇ´ı rˇesˇen´ı proble´mu atomizace.
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Obra´zek 6.2: Srovna´n´ı atomizacˇn´ıch krite´ri´ı (6.3), (6.5) a (6.4) pro Cs=0,05
za prˇedpokladu h=λ/20 s meˇrˇen´ım v kana´le o vy´sˇce 2,54 cm viz [42].
Za´vislost na tlousˇt’ce filmu
Pokud h< 1 mm je k dosazˇen´ı atomizace trˇeba vysˇsˇ´ıch rychlost´ı, nar˚usta´ vliv smykovy´ch sil
a povrchove´ho napeˇt´ı a krite´ria zalozˇena´ na K-H teorii jizˇ maj´ı omezenou platnost. Kim a
Peterson [22] ve snaze postihnout uvedena´ specifika vycha´zej´ı z cˇla´nku Milese [27], ktery´ na
za´kladeˇ Orrovy-Sommerfeldovy rovnice odvodil krite´rium definovane´ hodnotou Weberova cˇ´ısla
We =
ρU2h
σ
< 3 , (6.6)
kde ρ a U je hustota kapaliny resp. povrchova´ rychlost filmu.
Definujeme-li Weberovo cˇ´ıslo pomoc´ı hustoty plynu a relativn´ı rychlosti plynu v˚ucˇi povrchu
filmu, viz naprˇ. [42], lze krite´rium atomizace jednodusˇe odvodit ve tvaru
UG =
√
Wekrit σ
ρGh
. (6.7)
Proble´m predikce kriticke´ rychlosti se nyn´ı prˇesouva´ na urcˇen´ı kriticke´ho Weberova cˇ´ısla Wekrit.
Autorˇi v cˇla´nku [42] na za´kladeˇ experiment˚u rozliˇsuj´ı kriticke´ Weberovo cˇ´ıslo spocˇtene´ pro
za´kladn´ı tlousˇt’ku filmu h0, Wekrit = 1,5, a pro vy´sˇku solita´rn´ı vlny hp, Wekrit = 5,5.
Pomoc´ı Weberova cˇ´ısla definovane´ho pro povrchove´ rychlosti filmu, viz [22], autorˇi odvozuj´ı
podmı´nku atomizace na za´kladeˇ rovnosti smykovy´ch napeˇt´ı na hladineˇ filmu definovany´ch vztahy
τs = fs
ρG
2
UG
2 = µL
Us
h
. (6.8)
Vyja´drˇen´ım Us z rovnosti (6.8) a substituc´ı do krite´ria (6.6) obdrzˇ´ıme vztah pro kritickou
rychlost plynu ve tvaru
UG
2 =
2
√
3
fs
µL
ρGh
√
σ
ρLh
, (6.9)
kde autorˇi uvazˇuj´ı hodnotu Wekrit = 3 navrzˇenou v p˚uvodn´ım krite´riu (6.6). Hodnoty kriticky´ch
rychlost´ı definovane´ vztahem (6.9) jsou nyn´ı za´visle´ na urcˇen´ı smykove´ho koeficientu fs. Autorˇi
uzˇ´ıvaj´ı vztah pro smykovy´ koeficient dle Wallise (3.17). Odpov´ıdaj´ıc´ı krite´rium je vykresleno na
na obra´zku 6.3 spolu s krite´rii pro smykove´ koeficienty spocˇtene´ dle vztah˚u (3.18) a (3.19) a
krite´riem (6.7) pro Wekrit = 1,5 v porovna´n´ı s meˇrˇen´ım [42].
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Jak bylo naznacˇeno v prˇedchoz´ım odstavci, lze dalˇs´ı krite´rium dle tlousˇt’ky filmu z´ıskat
z krite´ria (6.5) volbou pomeˇru mezi vy´sˇkou solita´rn´ı vlny hp a vlnovou de´lkou λ. Dle experimen-
ta´ln´ıch dat z cˇla´nku [42] je pomeˇr mezi vy´sˇkou solita´rn´ı vlny a za´kladn´ı tlousˇt’kou filmu h0 prˇi
atomizaci cca hp/h0≈ 3–5. Pak pro λ= 5hp, viz [42], obdrzˇ´ıme prˇiblizˇnou hodnotu λ/h0≈ 15–25.
Prˇ´ıslusˇne´ krite´rium je na obra´zku 6.3 vykresleno pro λ/h= 20. Obdobneˇ lze upravit krite´rium
(6.4) z prˇedchoz´ıho odstavce. Odpov´ıdaj´ıc´ı pr˚ubeˇh kriticky´ch rychlost´ı je zakreslen na obra´zku
6.2 pro Cs= 0,05. Nedostatkem krite´ria z˚usta´va´ specifikace koeficientu Cs.
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Obra´zek 6.3: Porovna´n´ı pr˚ubeˇhu kriticky´ch rychlost´ı dle krite´ri´ı (6.7) pro
Wekrit=1,5, (6.5) pro λ= 20h a (6.9) pro fs dle (3.17), (3.18) a (3.19).
Z obra´zku 6.3 lze nahle´dnout, zˇe krite´rium (6.7) nevystihuje kriticke´ rychlosti prˇ´ıliˇs dobrˇe.
U´speˇsˇnost krite´ria je evidentneˇ za´visla´ na optima´ln´ı volbeˇ kriticke´ho Weberova cˇ´ısla. Krite´rium
odvozene´ z (6.5) pro λ/h= 20 predikuje velmi dobrˇe nameˇrˇene´ hodnoty pro tlousˇt’ky filmu veˇtsˇ´ı
nezˇ asi 0,2 mm. Pro mensˇ´ı tlousˇt’ky filmu lze u´speˇsˇneˇ pouzˇ´ıt krite´rium (6.9), prˇicˇemzˇ nejlepsˇ´ı
shody s experimentem je dosazˇeno pro smykovy´ koeficient spocˇteny´ dle vztahu (3.19).
6.4 Shrnut´ı
Mechanismus atomizace a odvozena´ krite´ria vycha´zej´ı z identifikace sil ovlivnˇuj´ıc´ıch proces
odtrzˇen´ı. V prˇ´ıpadeˇ silneˇjˇs´ıch vrstev je hlavn´ı destabilizuj´ıc´ı vliv zp˚usoben tlakovy´m propa-
dem v okol´ı vrcholu vlny. Tato skutecˇnost umozˇnˇuje aplikaci teorie Kelvinovy-Helmholtzovy
nestability. Odvozena´ krite´ria jsou za´visla´ na prˇesnosti urcˇen´ı tlakovy´ch vy´chylek a vlnove´
de´lky vln na povrchu filmu, cozˇ vyzˇaduje jejich doplneˇn´ı modely amplitud tlakovy´ch fluktuac´ı
a prˇedpokla´dany´ch vlnovy´ch de´lek v za´vislosti na tlousˇt’ce filmu a rychlosti vneˇjˇs´ıho proudu.
V prˇ´ıpadeˇ, kdy d˚usledkem vysˇsˇ´ıch rychlost´ı nebo mensˇ´ıho pr˚utoku klesa´ tlousˇt’ka filmu,
nar˚usta´ vliv smykovy´ch sil a povrchove´ho napeˇt´ı a vhodny´m prˇ´ıstupem je odvozen´ı krite´ri´ı na
za´kladeˇ definice Weberova cˇ´ısla. Prˇ´ıslusˇna´ krite´ria nevyzˇaduj´ı informaci o vlnove´ de´lce a nav´ıc
zohlednˇuj´ı vliv tlousˇt’ky filmu. U´speˇsˇnost predikce je v tomto prˇ´ıpadeˇ za´visla´ na urcˇen´ı kriticke´ho
Weberova cˇ´ısla prˇ´ıpadneˇ smykove´ho napeˇt´ı. Uvedene´ prˇedpoklady byly potvrzeny porovna´n´ım
sestaveny´ch krite´ri´ı s nameˇrˇeny´mi daty. Krite´ria zalozˇena´ na Kelvinoveˇ-Helmholtzoveˇ nestabiliteˇ
vykazuj´ı dobrou shodu s meˇrˇen´ım pro filmy o tlousˇt’ce veˇtsˇ´ı nezˇ 0,2 mm. Naopak krite´ria (6.9)
odvozena´ z Weberova cˇ´ısla predikuj´ı dobrˇe atomizaci v prˇ´ıpadeˇ velmi tenky´ch filmu˚. Z teo-
reticke´ho hlediska je tedy vy´beˇr krite´ria za´visly´ na pomeˇru destabilizuj´ıc´ıch sil, prˇi prakticke´
aplikaci krite´ri´ı se jev´ı by´t postacˇuj´ıc´ı prˇihle´dnout k tlousˇt’ce filmu.
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Za´veˇr
Experimenta´ln´ı pozorova´n´ı ukazuj´ı, zˇe nestability kapalny´ch filmu˚ lze rozrˇadit do neˇkolika typ˚u
v za´vislosti na geometricky´ch parametrech. Ru˚zne´ typy nestabilit stejneˇ jako velke´ mnozˇstv´ı
mozˇny´ch konfigurac´ı proble´mu znemozˇnˇuj´ı pouzˇit´ı jednoho univerza´ln´ıho prˇ´ıstupu k rˇesˇen´ı. Tato
situace motivovala prˇehledovy´ charakter pra´ce s uka´zkami rˇesˇen´ı pro vybrane´ prˇ´ıpady geomet-
ricky´ch charakteristik a typ˚u nestabilit.
Jako kl´ıcˇove´ faktory vzniku nestabilit byly identifikova´ny fluktuace smykovy´ch a tlakovy´ch
sil p˚usob´ıc´ıch na hladinu filmu. U´speˇsˇnost CFD metod vedla k mysˇlence odvozen´ı algebraicky´ch
model˚u fluktuac´ı smykove´ho napeˇt´ı a tlaku na za´kladeˇ vy´sledk˚u CFD simulac´ı proudeˇn´ı vzduchu
nad zvlneˇny´m povrchem pro r˚uzne´ rychlosti, vy´sˇku kana´lu a pomeˇry vlnove´ de´lky ku amplitudeˇ
vln. Z validace vy´sledk˚u vyply´va´, zˇe zvoleny´ turbulentn´ı model k- V2F poskytuje pomeˇrneˇ
dobrou shodu s nameˇrˇeny´mi hodnotami silovy´ch charakteristik a odvozene´ modely je mozˇne´ ve
vymezene´m rozsahu podmı´nek aplikovat v numericky´ch modelech nestabilit kapalne´ho filmu.
Model iniciace nestabilit odvozeny´ pomoc´ı pohybovy´ch rovnic v integra´ln´ım tvaru a alge-
braicky´ch model˚u p˚usob´ıc´ıch napeˇt´ı sestaveny´ch v kapitole 4 je prezentova´n v kapitole 5. Za
prˇedpokladu linea´rn´ıho rychlostn´ıho profilu kapalne´ho filmu a mocninne´ho profilu proudu vzdu-
chu da´va´ sestaveny´ model velmi dobre´ vy´sledky prˇi urcˇen´ı kriticky´ch rychlost´ı pro iniciaci ne-
stabilit a predikci vlnovy´ch de´lek dvoudimenziona´ln´ıch vln na hladineˇ filmu.
Modely kriticky´ch rychlost´ı pro atomizaci filmu jsou prezentova´ny v kapitole 6 s vyuzˇit´ım
model˚u smykovy´ch koeficient˚u z odstavce 3.3. Uva´deˇna´ krite´ria jsou rozliˇsena dle typu vedouc´ı
velicˇiny na krite´ria za´visla´ na vlnove´ de´lce a krite´ria zohlednˇuj´ıc´ı tlousˇt’ku filmu. Prvn´ı typ
krite´ri´ı je vhodneˇjˇs´ı pro vlny s veˇtsˇ´ı amplitudou, kdy rozhoduj´ıc´ı destabilizuj´ıc´ı silou je tlakovy´
propad nad vrcholem vlny, zat´ımco druhy´ typ le´pe zohlednˇuje vliv smykovy´ch sil, ktere´ naby´vaj´ı
na vy´znamu v prˇ´ıpadeˇ atomizace tenky´ch filmu˚ za vysoky´ch rychlost´ı.
Prˇ´ınos dizertacˇn´ı pra´ce ke studiu problematiky lze shrnout v na´sleduj´ıc´ıch bodech:
• Byla vytvorˇena prˇehledova´ studie vcˇetneˇ souhrnu litera´rn´ıch pramen˚u souvisej´ıc´ıch s te´-
matem nestabilit kapalny´ch filmu˚.
• Byla sestavena procedura na rˇesˇen´ı zobecneˇne´ho proble´mu vlastn´ıch cˇ´ısel s nehomogenn´ımi
okrajovy´mi podmı´nkami aplikovatelna´ na Orrovu-Sommerfeldovu rovnici popisuj´ıc´ı iniciaci
hydrodynamicke´ nestability.
• Pomoc´ı CFD metod byla provedena studie turbulentn´ıho proudeˇn´ı nad zvlneˇny´m povrchem
a vy´pocˇet se´rie simulac´ı umozˇnˇuj´ıc´ıch analy´zu vlastnost´ı prˇ´ıslusˇne´ mezn´ı vrstvy a silove´ho
p˚usoben´ı.
• Na za´kladeˇ vy´sledk˚u soustavy CFD simulac´ı byly sestaveny algebraicke´ modely fluktuac´ı
smykovy´ch napeˇt´ı a tlak˚u p˚usob´ıc´ıch na zvlneˇny´ povrch v za´vislosti na geometrii vln,
rozmeˇrech kana´lu a rychlosti proudeˇn´ı.
• Pomoc´ı formul´ı pro smykova´ napeˇt´ı byly navrzˇeny modely umozˇnˇuj´ıc´ı predikci odtrzˇen´ı
kapek z povrchu filmu v za´vislosti na rychlosti vzduchu a tlousˇt’ce filmu.
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Abstrakt
Dizertacˇn´ı pra´ce se veˇnuje studiu nestabilit tenky´ch kapalny´ch filmu˚ azˇ do fa´ze odtrzˇen´ı kapek.
Dle typu struktur a deˇj˚u na povrchu filmu byly na za´kladeˇ litera´rn´ı resˇersˇe klasifikova´ny cˇtyrˇi
typy nestabilit: dvoudimenziona´ln´ı pomale´ vlny, dvoudimenziona´ln´ı rychle´ vlny, trˇ´ıdimenziona´ln´ı
vlny, solita´rn´ı vlny a fa´ze odtrha´va´n´ı kapek z povrchu filmu. Pra´ce analyzuje fyzika´ln´ı principy
vzniku nestabilit a zaby´va´ se matematickou formulac´ı proble´mu. Jako prˇ´ıcˇina nestabilit jsou
identifikova´ny smykove´ napeˇt´ı a tlak p˚usob´ıc´ı na povrch filmu. Matematicke´ modely predikce
nestabilit jsou demonstrova´ny pomoc´ı prˇ´ıstup˚u zalozˇeny´ch na rˇesˇen´ı Orrovy-Sommerfeldovy
rovnice a pomoc´ı rˇesˇen´ı pohybovy´ch rovnic v integra´ln´ım tvaru. Da´le jsou uvedeny modely
fluktuac´ı smykove´ho napeˇt´ı a tlaku p˚usob´ıc´ıch na povrch filmu a vybrane´ modely tlousˇt’ky filmu.
Teˇzˇiˇsteˇ pra´ce je zameˇrˇeno na predikci iniciace dvoudimenziona´ln´ıch vln pomoc´ı integra´ln´ıho
prˇ´ıstupu. Charakteristiky fluktuac´ı smykove´ho napeˇt´ı a tlaku na hladineˇ filmu byly modelova´ny
pomoc´ı simulac´ı proudeˇn´ı vzduchu nad pevny´m povrchem. V za´veˇru pra´ce jsou uvedena krite´ria
odtrzˇen´ı kapek v za´vislosti na rychlosti proudeˇn´ı vzduchu a tlousˇt’ce filmu.
Abstract
This dissertation deals with instabilities of thin liquid films up to entrainment of drops. Four
types of instabilities have been classified depending on the type of structure and process on the
liquid film surface: two-dimensional slow waves, two-dimensional fast waves, three-dimensional
waves, solitary waves and entrainment of drops from the film surface. This thesis analyzes the
physical principles of instabilities and deals with the mathematical formulation of the problem.
Shear and pressure forces acting on the surface of the liquid film are identified as the cause of
instabilities. Mathematical models for predicting instabilities are demonstrated using approaches
based on solving the Orr-Sommerfeld equation and the equations of motion in integral form.
Models of shear and pressure forces acting on the surface of the film and selected models of
film thickness are presented. The work is focused on the prediction of the initiation of two-
dimensional waves using the integral approach. Shear stress and pressure forces acting on the
liquid film surface have been modeled using the simulation of air flow over a solid surface.
Finally, criteria for drop entrainment are presented with their dependence on air velocity and
film thickness.
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